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bD* erste Auflage dieses Buches ist 1900 erschienen, die zweite, ein 
unveranderter Abdruck der ersten, schon 1903. Seitdem ist fast 
ein Menschenalter verflossen, waihrend dessen sich anscheinend das all- 
gemeine Interesse an dem hier behandelten Gegenstande, wenigstens 
in Deutschland, etwas abgeschwacht hat. Woran das liegen mag, ist 
schwer zu sagen; jedenfalls nicht an dem Mangel an aussichtsvollen 
und zugianglichen Problemen, aber auch nicht daran, da die Bedeutung 
dieser Probleme fiir Theorie und Anwendungen geringer geworden ware. 
Gilt doch auch heute noch, was S. Lie im Jahre 1893 in die Worte 
gefabt hat*): ,In der ganzen modernen Mathematik ist die Theorie der 
Differentialgleichungen ie wichtigste Disziplin.“ 

Bei der Bearbeitung der neuen Auflage sind die Grundsitze bei- 


_behalten worden, die fiir die Abfassung der ersten mabgebend waren. 


Es heibt dariiber in dem Vorwort zur ersten Auflage: Es kommt, wie mir 
scheint, fiir den Anfanger nicht sosehr darauf an, daB er gleich die ganze 


'Tragweite einer bestimmten Methode kennenlernt, als vielmehr darauf, 
daB$ er zunachst ihr Wesen richtig erfaBt. Um dieses Ziel zu erreichen, 


geniigt es aber, die betreffende Methode an Beispielen zu entwickeln, 
die einerseits so allgemein sind, daB keine der Schwierigkeiten, die durch 
das Wesen jener Methode tiberwunden werden sollen, fehlt, und anderer- 
seits so speziell, daB Schwierigkeiten akzessorischer Natur méglichst 
vermieden werden. * 

Wer Wert einer Darstellung, wie der hier vorliegenden, wird natur- 


-gemaé8 nicht in ihrer durchgangigen Eigenart zu suchen sein; handelt 


es sich ja zum Teil um die Entwicklung von Theorien, die auSer von 
ihren Urhebern auch schon anderweitig vielfach behandelt worden sind. 
Die ersten Quellen war ich bestrebt iiberall zu nennen, von spateren 
Bearbeitungen sind meist nur diejenigen angefiihrt, die mir bei der 
Ausarbeitung unmittelbar vorgelegen haben.“ 

Nur zwei Gesichtspunkte méchte ich mir noch erlauben hervor- 
zuheben. Einmal, da8 ich die Grundlage fiir einen systematischen Auf- 
bau der Theorie der Differentialgleichungen in der Unterscheidung zwischen 


*) Leipziger Berichte 1893, Seite 53. 


Vorwort. =a 


TV Vorwort. 


festen und mit den Anfangswerten verschiebbaren Singularitaten der L6- 
sungen zu finden glaubte, das andere Mal, da8 ich bestrebt war, durch die 
hier gegebene Darstellung diese Theorie auch denjenigen leichter zugang- 
lich zu machen, die es mit den Anwendungen der Analysis zu tun haben.~ 

Von dem urspriinglichen Text ist nur knapp die Hialfte im wesent- 
lichen unverindert in die Neubearbeitung iibergegangen, namlich die 
fiir jeden Mathematiker unentbehrlichen klassischen Lehren von der 
Integralexistenz, den Differentialgleichungen erster Ordnung mit festen 
Verzweigungspunkten, der Gau8schen und der Bessel schen Differential- 
gleichung. Alles andere wurde vollstaindig neu bearbeitet und dem der- 
zeitigen Stande der Forschung auf diesem Gebiet angepabt. Die in der 
ersten Auflage allzu knapp gehaltene Einleitung, die das Gebiet der 
reellen Veranderlichen behandelte, wurde vervollstandigt und zu einem 
besonderen Kapitel gestaltet, die Theorie der linearen Differential- 
gleichungen wurde durch Anwendung des Matrizenkalkiils vereinfacht 
und vereinheitlicht und bis zu den aus dieser Theorie entspringenden 
Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnunge mit festen kritischen 
Punkten fortgefiihrt, um den Leser bis zu den gegenwartig im Vorder- 
gerund des Interesses stehenden Problemen hinzuleiten. Auch sind Bei- 
spiele aus den Anwendungen eingefiigt worden; das eine gab Gelegenheit, 
die Lehre von den linearen Integrodifferentialgleichungen zu beriihren. 

An Vorkenntnissen wird eine gewisse Vertrautheit mit den Elementen 
der Funktionentheorie vorausgesetzt, in den Kapiteln II] und IV dariiber 
hinausgehend noch einiges aus der Lehre von den algebraischen Funk- 
tionen. Der Leser kann aber, ohne dadurch das Verstandnis des Darauf- 
folgenden zu beeintrichtigen, bei der ersten Lektiire diese beiden 
Kapitel zuriickstellen und damit zu der Anordnung der ersten Auflage 
zuriickkehren. 

Bei der Ausarbeitung des Buches hat mir eine von unserem bis- 
herigen Assistenten Heinrich Fuhr angefertigte Nachschrift meiner Vor- 
lesungen vom W.-S. 1919/20 und S.-S. 1920 vorgelegen; auch bei der 
Anfertigung der Druckvorlage und bei der Korrektur hatte ich mich 
der verstandnisvollen und unermiidlichen Mitarbeit Fuhrs zu erfreuen; 
ihm, sowie den Herren, die mich beim Lesen der Probeabziige in freund-_ 
lichster Weise unterstiitzt haben, meinem hiesigen Amtsgenossen 
F. Engel, ferner KE. Hilb, F. Kammerer und A. Plessner, sage ich 
fiir ihre wertvolle Hilfe herzlichsten Dank. 


Gie8en, zu Ostern 1922. 


L. Schlesinger. 
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Erstes Kapitel. 


| Einleitendes tiber Differentialgleichungen im reellen 
Gebiet. 


1. Begriff einer Differentialeleichang und ihrer Integration. 


- Lahlreiche Aufgaben der Analysis, der Geometrie, der analytischen 
Mechanik fiihren auf die Aufgabe, eine Funktion von einer oder mehreren 
veranderlichen Gré8en zu bestimmen, wenn eine Beziehung zwischen 
dieser Funktion, ihren Ableitungen und den unabhangigen Veranderlichen 
gegeben ist. Eine solche Bezichung nennt man eine Differentialglei- 
chung. 

In den Institutiones calculi integralis (Petersburg 1768 bis 
1770, L. Euleri Opera omnia, Ser. I, vol. XI—XIII, Leipzig und Berlin 
1913—1914) bezeichnet Euler es als die Aufgabe der Integralrechnung, 
aus einer gegebenen Beziehung zwischen den Differentialen die Beziehung 
zwischen den GréfSen selbst zu finden (Definitio 1), und teilt (Definitio IIT) 
die Integralrechnung in zwei Teile, von denen der erste die Funktionen 
einer Veranderlichen, der zweite die Funktionen von zwei und mehr Ver- 
anderlichen zum Gegenstande hat. 

Wir werden uns ausschlieBlich mit solchen Differentialgleichungen 
beschaftigen, in denen die Ableitungen der unbekannten Funktion nur nach 
einer der Verdnderlichen, von denen die Funktion abhangt, auftreten; 
man bezeichnet diese als gewohnliche Differentialgleichungen. 
Fir eime gewohnliche Differentialgleichung ist es also keineswegs aus- 
geschlossen, dafi die zu bestimmende Funktion von mehr als einer Ver- 
anderlichen abhingt, vielmehr kénnen nebst der. Veranderlichen, nach 
der die in der Differentialgleichung enthaltenen Ableitungen genommen 
sind, in den Koeffizienten der Differentialgleichung noch andere, von jener 
unabhangige Veranderliche auftreten. Diese letzteren werden aber dann 
als Konstante angesehen und zum Unterschiede von derjenigen Ver- 
anderlichen, nach der die auftretenden Ableitungen genommen sind und 
die schlechthin die unabhangige Veranderliche heifen soll, Para - 
meter genannt. So wird uns sehr bald (Nr. 6) die Differentialgleichung 
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du f 


ate y (227) ke? 22) ae 


(A) 


begegnen, in der also x als die unabhangige Veranderliche schlechthin, 
k2 als der Parameter zu-bezeichnen sein wird; die Lésung uw kann in der Tat — 


als Funktion der beiden voneinander unabhingigen Verdnderlichen x 
und k? angesehen werden. 


Wenn in einer Differentialgleichung partielle Differentialquotienten is 


der unbekannten Funktion nach mehreren voneinander unabhangigen 


Veranderlichen enthalten sind, so hei®t diese Differentialgleichung eine 


partielle. B } 
Die schematische Form einer gewohnlichen Differentialgleichung ist 
. P(y, RAN ahah aa ae peal 0, 


wo wir in der Regel F als ganze rationale Funktion der unbekann- 
ten Funktion y und ihrer Ableitungen voraussetzen werden, deren 


Koeffizienten im allgemeinen Funktionen der unabhangigen Veranderlichen — 


x und eventuell noch gewisser Parameter sind. Wenn in einer solchen Diffe- 
rentialgleichung die héchste der vorkommenden Ableitungen die n-te ist, 
so heibt die Differentialgleichung von der n-ten Ordnung, wenn die ganze 


rationale Funktion F’ eine solche vom Grade m ist, so ist die Differential- $ # 


gleichung vom m-ten Grade. 


So ist also z. B. die Differentialgleichung (A) in u von der ersten oe 


Ordnung und vom ersten Grade; als Differentialgleichung fiir die inverse 
Funktion geschrieben: 

d. 2 

(A’) (| — (1 — 2?) (1 —k 2) = 0 

ware sie dagegen von erster Ordnung und vom vierten Grade. Die Diffe- 
rentialgleichung 

d? 

i + £ sin @ = 0, 


die wir in der Nr. 6 behandeln werden, ist von der zweiten Ordnung, wah-_ 


rend von einer Gradzahl nicht die Rede sein kann, weil die linke Seite 
kein ganzer rationaler Ausdruck der unbekannten Funktion @ und ihrer 
Ableitungen ist. 

Unter der Auflosung der gegebenen Differentialgleichung versteht 
man die Bestimmung der simtlichen Funktionen, die fiir y eingesetzt, 
die Differentialgleichung befriedigen. Einer derartigen Aufgabe begegnen 
wir schon in den Elementen der Integralrechnung. In der Tat ist 

y =J f(a) de 


die Lésung der Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 


oa More ay ace 
eS ee ee 
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2. Systeme von Differentialgleichungen. 3 


das es im allgemeinen unendlich viele Funktionen geben wird, die einer 
n gegebenen Differentialgleichung geniigen, da ja, wenn g(x) eine Lésung — 
von (2) darstellt, auch w(x) + c, woceine willkiirliche Konstante bedeutet, 
-derselben Ditteventiaigicichune genugt. Wir kénnen also fiir eine vor- 
_ gelegte Differentialgleichung entweder nach einer speziellen, oder wie 
man zu sagen pflegt, partikuladren Losung fragen oder nach der alige- 
meinen Lésung, d.h. der allgemeinsten Funktion, die der Differential- 
e gleichung geniigt. Wie im Falle des gewohnlichen Integrals (der Qua- 
_ dratur), das ja einen besonderen Fall der Loésung einer Differential- 
gleichung darstellt, bezeichnet man auch allgemein die Auflésung einer 
_Differentialgleichung als ihre Integration, und spricht von partiku- 
_ larem und allgemeinem Integral einer solchen Gleichung. 


2. Systeme von Differentialgleichungen. Zuriickfihrung auf 
Systeme yon Differentialgleichungen erster Ordnung. 


In dem aus den Elementen der Integralrechnung entnommenen 
Beispiele handelt es sich um die Auffindung einer gegebenen Funktion, 
_ fiir die eine Differentialgleichung gegeben ist. Oft handelt es sich aber um 
eine allgemeinere Aufgabe. Betrachten wir z. B. die Bewegung eines 
Systems materieller Punkte unter dem Einflusse gewisser Krafte, die auf 
diese Punkte einwirken. Es seien 
: (24, Yay 21), (Xp, Yo, 2), aes? (2m, Ym, 2m) 
die rechtwinkligen Koordinaten von m solechen Punkten, dann hat man 
die Aufgabe, diese 3m Koordinaten als Funktionen der Zeit ¢ zu bestimmen. 
Die ersten Differentialquotienten von (2;, y,, 2) nach t geben die Kom- 
ponenten der Geschwindigkeit, die zweiten Differentialquotienten derselben 
_ Gré8en die Komponenten der Beschleunigung fir den Punkt (2%, yz, 2,). 
Die mechanische Aufgabe, auf deren Lésung es ankommt, liefert eine ge- 
- wisse Anzahl von Beziehungen zwischen den Koordinaten, den Geschwin- 
digkeits- und Beschleunigungskomponenten und der Zeit t, die wir uns in 
der Regel von der Form 


(3) F, ee Yaa Bayne) < xcs Cay Yrs) Sms 
Iie RAY, dz @ Ly & Vee We Zy oy, 
HPI eeii Awe die, dit RNdie codes TS ep 


(2. a7, 1, 2,...,2) 
1* 
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denken, wo die F, ganze rationale Funktionen der angedeuteten Ele- 
mente mit von 1¢ abhangigen Koeffizienten bedeuten. Gewédhnlich ist 
die Anzahl p dieser Relationen gleich der Anzahl 3m der zu bestimmenden 
Koordinaten, dabei ist es nicht ausgeschlossen, da8 einzelne dieser Rela- 
tionen nur die Koordinaten, nicht aber deren Differentialquotienten ent- 
halten, d. h. sogenannte Bedingungsgleichungen sind. Ein solches 
System von Relationen bildet dann ein System von Differential- 
gleichungen (kirzer Differentialsystem) fir die unbekannten 
Funktionen. Im allgemeinen kénnen in einem Systeme von Differential- 
gleichungen natilich nicht nur die ersten und zweiten, sondern auch noch ai 
hohere Differentialquotienten der unbekannten Funktionen auftreten. ; 
In jedem Falle ist es aber durch ein rein formales Verfahren méglich, ein 
System von Differentialgleichungen beliebig hoher Ordnung durch ein 
System von Differentialgleichungen erster Ordnung zu ersetzen, wobei 
allerdings die Anzahl der zu bestimmenden Funktionen und damit auch 

die Anzahl der Differentialgleichungen vergréfiert werden muf. Setzt 

man z. B. in dem Falle der Gleichungen (3) 


dx d. dz). 
Oe - (Fe LB eam) 


so haben wir fiir die 6m unbekannten Funktionen 


: f Vy Yr Fh see, Nie» as (k= 1152) crust) 
die Gleichungen 


Bs =f A aie ONG 
(5) Fa (a, Yas 24) = 3 Say May Says 25 See eae sy ) ae 0, 


(= 1,2, .. 4, 3m) 
die in Verbindung mit den Gleichungen (4) ein System von 6m Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung bilden. 
Auf diese Weise kann auch eine Differentialgleichung n-ter Ordnung 


v( dy dny\ 
Ii; (0. da’ inte ie == (f) 
fir die eine unbekannte Funktion y, durch das System 
RAIS Bae nz 
Flat a Paper ieee NW Flare Ss 


dyn—1 
Ply, Yn pany dhe Yn—-1, re as 0) 


von n Differentialgleichungen erster Ordnung fir die m unbekannten 
Funktionen 
Y, Yr Yor >> +) Yn—1 
ersetzt werden. 
Hiernach besteht die allgemeimste Aufgabe der Theorie der gewéhn- 
lichen Differentialgleichungen in der Bestimmung der samtlichen 


3. Orientierung iiber d. Natur d. Integrale einer Differentialgleichung I. Ordnung. 5 


Funktionssysteme, die einem Systeme von Differential- 


_ gleichungen erster Ordnung Geniige leisten. Die schematische 
_ Form eines solchen Differentialsystems ist 


; | F dy, dys dyn 
(6) Ga (u, Ya, TO! OF) Yn3 dx? da’ eo 8 ey o) — 0, 
Ce 11; 2k...) 


wo wir in der Regel die Gz als ganze rationale Funktionen der angedeu- 
teten Elemente, mit von x abhangigen Koeffizienten voraussetzen werden. 
Wenn wir in den Gleichungen (6) die 
dy, dye dyn 
7) dx’ de’? de 


als Unbekannte ansehen, so kann man nach den Regeln der Eliminations- 


_. theorie das Gleichungssystem (6) durch ein ihm im algebraischen Sinne 


aquivalentes System ersetzen, das so beschaffen ist, daB in jeder Gleichung 
dieses neuen Systems nur eine der GréBen (7) auftritt, das also die Form hat 


dy, 
@) Pilyye:- veg )=0, annem 


3 wo die F, ebenfalls ganze rationale Funktionen der angedeuteten Elemente 


mit von z abhangigen Koeffizienten bedeuten; der Ubergang von den Glei- 
chungen (6) zu den Gleichungen (8) erfolgt durch Ausfiihrung rein ratio- 
naler Operationen. 

Die allgemeinste Aufgabe, mit der wir uns zu beschaftigen haben, 


-besteht also darin, fiir ein gegebenes Gleichungssystem von der Form (8), 


sei es ein spezielles (partikulares), sei es das allgemeinste Funktionssystem 
Yi) Yor -- +> Yn ZU bestimmen, das diese Gleichungen befriedigt. Man nennt 
ein solches Funktionssystem ein partikulares beziehungsweise das 
allgemeine Integralsystem des gegebenen Systems von Differential- 
gleichungen. 

Bei der Darlegung der Methoden, die fiir die Lésung dieser Aufgabe 
ausgebildet worden sind, werden wir uns zumeist auf den einfachsten Fall 


n= 41 beschranken, da das Wesen dieser Methoden an diesem Falle in 
-vollig ausreichender Weise erliutert werden kann, und durch diese Be- 


schrankung eine nicht geringe Menge von Schwierigkeiten algebraischer 
und funktionentheoretischer Natur vermieden wird, die bei der Behandlung 
der allgemeinen Aufgabe auftreten. 


3. Orientierung iiber die Natur der Integrale einer Differential- 
gleichung erster Ordnung. Existenzbeweis fiir die Lésung. 


Wenn n = 1 ist, so wird das System der Gleichungen (6) zu der einen 
Differentialgleichung erster Ordnung 


6 


Die ganze rationale Funktion F sei in ae vom m-ten Grade; denken, — 


dx 
wir uns nach Potenzen dieser GroBe geordnet, so hat die Differentialglei- 
chung die Gestalt: 


‘dy\m P dy\™—-1 
(9) vots)( ae) 7 nay)(7) toss pm (y) = 0, 
WO Qo, Yi, +--+. Y., ganze rationale Funktionen von y mit von x abhangigen 


Koeffizienten bedeuten. Um vorerst Schwierigkeiten aus dem Wege zu 


gehen, die das Wesen der hier zu entwickelnden Prinzipien nicht berihren, — 


: : d , 
denken wir uns aus dieser Gleichung m-ten Grades = ausgerechnet. 
t L 


Wir kommen an spaterer Stelle auf die Art und Weise, wie man sich diese 


Rechnung ausgefiihrt zu denken hat, zuriick; hier geniigt es zu bemerken, 


dy 
i ergeben, deren 


da8 sich im allgemeinen m verschiedene Lésungen fir 1 


eine wir den nachfolgenden Betrachtungen zu Grunde legen und in der Form —_ 


d 
(10) a = f(x, y) 


schreiben wollen, wo f(z,y) von den Koeffizienten der Gleichung (9) 


in algebraischer Weise abhangt. 

Die Gleichung (10) besagt, da8 der Differentialquotient der unbe- 
kannten Funktion y durch x und y bestimmt ist. Deuten wir x und y als 
rechtwinklige Koordinaten in einer Ebene, so wird die unbekannte Funk- 
tion y von x durch eine Kurve dieser Ebene, eine sogenannte Integral- 
kurve, dargestellt, und die Gleichung (10) liefert die trigonometrische 
Tangente des Winkels, unter dem sich die an jene Kurve im Punkte (2, y) 
gelegte Tangente zur positiven 2-Achse neigt, ausgedriickt durch die Ko- 


ordinaten dieses Punktes. Es sei nun (2%, yo) eim beliebiger Punkt jener 


Kurve, so kennen wir vermoge der Gleichung (10) den Wert 


ae f(%or Yo)s 


Y¥=Y%o 
also die Tangente an jene Kurve im Punkte (2, yp), vorausgesetzt, da 
{(%o, Yo) einen eindeutig bestimmten Wert hat. Diese Tangente enthalt 
nun den dem Punkte (a, y9) unendlich benachbarten Punkt der Kurve 
mit den Koordinaten 

Le ae = 2, 

Yo + dy = y1, 
in dem wir zufolge der Gleichung 


Se Gert one rk a) 
a4 a 


tee, ae 


Be Ne 


a 


Pea ee ee 


<a 


a 


1 Sena coe 


(i), = few 


x y=, 
. Picder die Tangente konstruieren kénnen. Diese geht wieder durch den 
dem (23, ¥;) unendlich benachbarten Punkt der Kurve hindurch, und 


_ der Kurve konstruieren, bis wir zu einem Punkte (2, y) kommen, wo f(z, y) 
- aufhért, emen eindeutig bestimmten Wert darzustellen. Bemerkenswert 
a ist, dab diese Konstruktion stets ausfiihrbar bleibt, wie auch der Anfangs- 
| punkt (2%, yo) gewahlt werden mag, dais wir also durch jeden heliebigen 
i Punkt der Ebene als Anfangspunkt eine solche Integralkurve hindurch- 
i legen konnen, vorausgesetzt, da® fiir die Koordinaten dieses Punktes die 
: Funktion f(x, y) emen eindeutig bestimmten Wert besitzt. 
i. Wir wollen nun diese auf die geometrische Anschauung gegriindete 
| Betrachtung in scharferer analytischer Fassung reproduzieren, wodurch 

sich uns zugleich ein Weg eréffnen wird, auf dem man einerseits in gewisse 
- Stetigkeitseigenschaften der Integralfunktion Einsicht gewinnen, anderer- 
seits aber zu einer angendherten Berechnung dieser Funktion gelangen 
kann. Das Bediirfnis nach solchen Naherungsverfahren ist aus den. 
_ Anwendungen erwachsen, weil es fiir die meisten in den Anwendungen 
 auftretenden Differentialgleichungen nicht méglich ist, die Lésung in 
_ endlicher Form durch bekannte Funktionen darzustellen. 

Unsere geometrische Betrachtung hat uns gezeigt, dafi die Aufgabe 
eine Funktion zu suchen, die der Differentialgleichung gentigt, noch durch 
die Forderung verscharft werden kann, da jene Funktion fir einen ge- 
- gebenen Wert x, der unabhangigen Veranderlichen einen willkiirlich vorge- 

schriebenen Wert yy annehmen soll, d. h. da man die gesuchte Funktion 
noch gewissen sogenannten Anfangsbedingungen zu unterwerfen hat, 
a um sie genauer zu bestimmen. Man versucht nun zunachst eine Funk- 
tion 7 herzustellen, die die Anfangsbedingungen erfullt, also fir 7 = x9 


‘ den Wert 7 = y) annimmt, und die gegebene Differentialgleichung IY) 
mit einer gewissen er ccbentne erfillt, d. h. der Gleichung 
dj 
(10*) ohes = f(@,) a 


Geniige leistet, wo 4 eine dem absoluten Betrage nach kleine GroBe be- 
deutet. Fiir die Quadratur, d. h. fiir die Differentialgleichung 


(10 a) = 


wo /(%) von y unabhangig ist, geligt dies bekanntlich am eimfachsten 
in folgender Weise. Wenn etwa f(x) in dem Intervalle (x)... a) stetig 
ist, so teilt man dieses Intervall der x-Achse durch die Punkte % < 2, 


auf diese Weise fortfahrend, kénnen wir die auf emander folgenden Punkte—— 
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<<... <2,_) <a in n Teile, ersetzt die Differentialgleichung 
(40a) durch die Kette von Differenzengleichungen 


t—_ 2% 
Yaa 24 
Ly — Ly a5 (2), 


und verbindet in der (x, y)-Ebene je zwei aufeinander folgende der Punkte 
(Xo) Yo)s (Lay Y1)> - + +> (Lp—1y Yn—1), (2, 6) durch gerade Linien. Die so ent- 
stehende gebrochene Linie stellt dann eine Funktion 7 von x dar, deren 
Ableitung sich nur an den Knickstellen (%;, y;) sprungweise andert. Ver- 
feinert man die Teilung so weit, daf innerhalb eines jeden Teiles die 
Schwankung von f(x)*) kleiner als ¢ bleibt, so befriedigt 1 die Gleichung 


(10a) ernie 


wo | 4| < «ist. Es entsteht aber nun die Frage, ob die Funktion, die der 
angenaherten Differentialgleichung gentigt, auch eine Annaherung an die 
Lésung y der gegebenen Differentialgleichung liefert, und wenn das der 
Fall ist, ob sich der Unterschied zwischen 7 und y beliebig verkleinern 
1aBt. Man weil aus den Elementen der Integralrechnung, wie diese Fragen 
zu einem Existenzbeweis fiir die Lésung der Differentialgleichung (10a), 
d. h. zur Definition des bestimmten Integrals als 


| flee) dio = ism 2 (i — ena) flea) 

hinfiihren. Wir wollen hier gleich die analogen Untersuchungen fiir die 
allgemeine Gleichung (10) in Angriff nehmen. 

Ks sei f(z, y) in dem Bereich B der (x, y)-Ebene eindeutig, stetig 
und beschrankt, 

(a) Lia y)| <M, 
der Anfangspunkt (xo, yo) und das durch die Ungleichungen | 2 — a| <a, 
'y¥—Yo| <6 gegebene Rechteck R seien innerhalb B gelegen. Dieses 
Rechteck denken wir uns durch Parallelen zur x- und y-Achse in recht- 
eckige Zellen geteilt. Wir gehen nun von (2p, yo) in der durch /(%p, yo) 
bestimmten Richtung aus und beschreiben eine gebrochene Linie L, die 
ihre Richtung nur beim Auftreffen auf eine der Zellwande in der Weise 
andert, da® sie allemal durch den Wert von f(x, y) in dem Trefipunkte 
bestimmt wird (Fig. 1). Die Gleichung der von (2, yp) ausgehenden Ge- 
raden lautet also 


1) D.h. | f(x) —f(@’)| fiir irgend zwei innerhalb jenes Teiles gelegene Werte a, x’. 


des Punktes, in dem diese Ge- 


 trifft, in der der Punkt (zo, yo) 
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N — Yo = F(Zo, Yo) (%& — 2p). 
Es seien 2, y, die Koordinaten 


rade die Begrenzung der Zelle 


gelegen ist, dann ist 

Y1 — Yo = (Xo, Yo) (% — %) 
und die Gleichung des von 
(3, y;) ausgehenden Stiicks der 
gebrochenen Linie L lautet 

N= Yx = F(X Y1) (Z — 2%). 
Der nachste Treffpunkt dieser 
Geraden mit einer Zellwand sei 


(ey Yo), also Fig. 1. 
Y2— Y1 = F (41, Y1) (%_ — 2) 
usw. Wenn also (2, ¥;), (2», Ye), (Ze, Y3), --- Aie Koordinaten der Treff- 
_ punkte von L mit den Zellwanden sind, so hangs wir die Folge von Dif fe- 
renzengleichungen: 
Ys — Yo = (X%1 — Xp) F(X, Yo). 
Y2— Yy = (42 — f(%, Y1); 
Ys — Yo = (Lz — Xz) f (Le, Yo), 


und. es handelt sich nun zuvorderst darum, es so einzurichten, daB die 
Linie L aus dem Rechteck # nicht hinaussteigt. Wir beschranken darum x 
auf das Intervall 

(b) | «L— Xo | = A, 


b 
wo A kleiner ist als die kleinere der beiden Gréfen a, Wa und bezeichnen 


| das Rechteck | s—2,|< A,|y—yo| <0 mit R. Wenn dann die Treff- 


punkte (2, Yo), (X14, 1), - - +» (%e, Yx) noch innerhalb von R liegen, so sind 
alle (2, Yo), f(%1) Y1)) - + +» F(Le» Ye) Gem absoluten Betrage nach kleiner 
als M, und folglich ist fiir das von (2, y,) ausgehende geradlinige Stiick 
0 — Ye = (%& — Lx) fle, Ye), Te SLL M41, 
von L ; 
ly7—Y%\| =| 2G —Ky—1) f(y, Yo —1) + (% — Le) Fae, Ye) | 
<|x—2,| M, 
also, solange x der Ungleichung (b) geniigt, 
ly—y|SAM <b. 
Es liegt also in der Tat auch noch dieses von (2%, y,) ausgehende Stick 
von L innerhalb von R. 


J 


07 oR alte CRN ea aod at Haneda Dea 
es eed: faite Ge he 


Cy egy 
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Die durch L dargestellte Funktion n = (xz) hat au8er in den Treff- hi 
punkten eine stetige Ableitung; es ist ja fiir das von (a,, y,) ausgehende = 
geradlinige Stiick von L 
- ra f (Xr, Yk), 
also konstant. Wenn wir die Zellenteilung von R so eng machen, daf inner- 
halb einer jeden Zelle die Schwankung von f(z, y) 1) kleiner bleibt als e, 
so ist also fiir das gedachte geradlinige Stiick 


| f(a, 7) — f(te, ye) | <e 
und 7 = (x) befriedigt folglich die Differentialgleichung (10*) 
d 
aan f(x, ”) a A, 
wo | 4 | <e, d-h. » befriedigt die Differentialgleichung (10) bis auf einen 
Fehler, der kleiner ist als ¢. Es seien nun 7, 4’ irgend zwei stetige Funk- 
tionen mit gleichen Anfangswerten und mit, abgesehen von einzelnen Aus- 
nahmepunkten, stetigen Ableitungen, die bis auf Febler, die kleiner alse 
sind, die Differentialgleichung (10) befriedigen, fiir die also die Gleichungen — 
dy 


as (RY GPR rma Mak yy Bz) Nel 


gelten. Dann folgt aus diesen Gleichungen durch Integration — die ja 
trotz der etwa vorhandenen Ausnahmepunkte gestattet ist — und Sub- 
traktion 


(M4) a — n= | G1 — fe, n) +4 
Um diese Differenz abschatzen zu kénnen, unterwerfen wir die Funktion 
f(z, y) noch der sogenannten Lipschitzschen Bedingung, d. h. wir 
setzen voraus, dai ein positives NV vorhanden ist, fiir das 


(¢) lf y)—fay)|<N\y—y'| 
ist, wenn die Punkte (x, y) und (2, y’) innerhalb des Bereiches B gelegen 
sind. Bedeutet dann ys die obere Schranke von | 7’ — 7 | fiir das Intervall 
| 7 — a) | < A, so folgt aus (11) mit Riicksicht auf die Bedingung (c), daw: 
fir Werte von x, die diesem Intervall angehéren, 


to +A 
In’ ~nlsf (Nu + 26) dx = Nu A + 2¢ A, 


A) dx. 


1) D. h. | f(z, y¥) —f(@', y’) | fiir irgend zwei innerhalb der gleichen Zelle 
gelegene Punkte (a, y) und (a',y’). 


2eA 
nee TAN AN’ 


ie ener Be af 
1—AN | 

leit. 

Lassen wir nunmehr e gegen Null konvergieren und betrachten die. 

der zugehorigen Funktionen 1 = p(2), so wird also der Unterschied 


nge x nae Bedingung (b) erfiillt, in dee a A kleiner dewablt ae 


1 
mu als die. kleinste der drei Groen a, i WN Die Grenzfunktion der 


z 


pation p(x) 
Ut) == = lim plu) 


: olglich selbst acres und es ist. 1 
lim ie ”) ie fa, F (~)) dx). am 


e—0 
Xo 


1) Nahert sich die Folge n(x) ae 2,3,...) stetiger Funktionen fiir ein ee 
ewisses Intervall (a...b) der Veranderlichen x leeks der Grenziunktion 

i &, (Gp) pais a Pn (x), so gilt: 
1 F(a) ist selbst stetig, 

ME wenn f(a,y) eine stetige Funktion, von y ist, Bus a pn(x)) = f(a, F(x)), 


und z zwar erfolet die Anniherung von f(z, @n(x) an f(x, F@)) a Meutedle gleichmaBig, 
; wie aus der gleichmafBigen Stetigkeit von f(z, y) folgt, 

B “8 
| i Me n(x) (WEES F(a) dx, und ebenso lim I f(x, gn(x)) dz 


n->n 
a 


| = he }(@, Ha) dx, wenn das Integrationsintervall a . 6) in dem Intervall oe ellis 
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Aus der fiir jedes 7 geltenden Gleichung (10*) folgt durch Integration 
die Integralgleichung 


1) — Yo = [Hen) + Ay ae, | Ay <8; 


lassen wir hierin ¢ gegen Null konvergieren, so ergibt sich 


F(x) = yo +[ f(a, F(x) de. 


Aus dieser Gleichung folgt, daB F(x) der Anfangsbedingung 


F(X) = Yo 
geniigt, und durch Differentiation des Integrals nach der oberen Grenze, 
die erlaubt ist, da F(x) und folglich auch f(z, F(x)) stetig ist, 


so daB also F(x) eine Losung der Differentialgleichung (10) darstellt, 
die die Anfangsbedingung, fiir 7 = x) den Wert y,) anzunehmen, erfiillt. 

Damit sind wir von der Frage der angenaherten Lésung unserer 
Differentialgleichung (10) ausgehend, zu einem Existenzbeweis fir die 
den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen geniigende Lésung von (40) 
vorgedrungen. Es eriibrigt noch, in bezug auf diese Lésung weitere Folge- 
rungen zu ziehen; ehe wir aber dazu tibergehen, seien noch einige ge- 
schichtliche Bemerkungen gemacht. 

Die Frage der angenadherten Darstellung fiir die Lésung einer ge- 
gebenen Differentialgleichung hat auch Euler in den Institutiones calculi 
integralis (vol. I, art. .650ff.) in der hier gegebenen Form behandelt, 
ohne sich jedoch mit der quantitativen Abschatzung des begangenen Feh- 
lers zu beschaftigen. Der erste, der versucht hat, dies zu tun, war Cauchy 
in seinen (1823 gehaltenen) Vorlesungen an der Pariser Ecole Polytéch- 
nique’). Seine Betrachtungen wurden dann von R. Lipschitz (Lehr- 
buch der Analysis II, Bonn 1880, 5.500) vereinfacht und verscharft, in- 
dem Lipschitz hervorhob, da die Funktion f(x, y) aufer den Bedin- 
gungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit noch der Bedingung (c) unter- 
worfen werden mu, einer Bedingung, die z. B. stets erfiillt ist, wenn f(z, y) 
in dem Bereich B eine beschrankte partielle Ableitung nach y, besitzt, 
vorausgesetzt, da die Begrenzung von B von einer Parallelen zur y-Achse 
in nicht mehr als zwei Punkten getroffen wird. Man hat namlich dann nur 
auf die Differenz f(x, y') — f(a, y) den Rolleschen Satz anzuwenden, um 


1) A.L. Cauchy, Lecons de calcul différentiel et de calcul intégral, rédigées 
par Abbé Moigno, t. II, Paris 1844, 26. lecon, S. 385 ff. 
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6) 
zi erkennen, daf N gleich der oberen Schranke Pel nawatilt werden 


Oy 
kann. Man bezeichnet die entwickelte Methode serene als die Cauchy- 
Lipschitzsche. Die hier dargelegte Form stammt von Runge und de 
la Vallée Poussin?). 


4. Kindeutige Bestimmung der Lésung. 
_ Abhingigkeit von den Anfangswerten und yon Parametern. 
Lineare Differentialgleichung. 


Aus der Abschatzungsformel (12) der vorigen Nummer, die fiir irgend 
zwei stetige Funktionen gilt, die der Differentialgleichung (10) bis auf 
Fehler von der GréSe ¢ geniigen, folgt nunmehr, da& der Unterschied 
zwischen einer solechen Funktion 7 und der Losung F(x) mit demselben 
Anfangswert y) mit ¢ beliebig klein wird, und zwar so, da das Verhdaitnis 


Eee | 


é 


unterhalb einer angebbaren Gréfe bleibt. # kann namlich als eime stetige 
Funktion angesehen werden, die der Differentialgleichung bis auf einen 
Fehler von der Gréfe 0 geniigt, und damit ist zugleich gezeigt, daB die 
Losung F durch ihren Anfangswert eindeutig bestimmt ist. 
Diese Bemerkung ist namentlich fiir die Anwendungen von Wichtigkeit ; 
denn wenn z. B. eine physikalische Aufgabe die Bestimmung einer Funk- 
tion erfordert, die die Differentialgleichung (10) befriedigt und fiir x = a 
den Wert y) annimmt, so sind wir jetzt sicher, eben diese Funktion durch 
unsere Funktionen 7 = y(x) mit beliebiger Annadherung dargestellt und 
als Grenzwert dieser Funktionen fir ¢ > 0 bestimmt zu haben. 

Da aus dem Integral y = I(x, yo) bei geeigneter Wahl von yp jede 
Losung unserer Differentialgleichung hervorgeht, die fiir « = a) einen 
bestimmten Wert annimmt, so kann man, indem man 2 fest, yy willktrlich 
1a8t, die Funktion F(z, y)) als das allgemeine Integral der Differen- 
tialgleichung (10) ansehen; dieses hangt also von der einen willkurlichen 
Konstanten Yp ab. 

Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dali der Satz von 
der eindeutigen Bestimmung des Integrals durch die Anfangsbedingung 
- wesentlich daran gekniipft ist, da8 fiir f(x, y) die Lipschitzsche Bedin- 


1) Siehe C. Runge, Mathem. Annalen, Bd. 44 (1894), 8. 437ff.; de la 
Vallée Poussin, Cours d’Analyse infinitésimale, T. 11, 2e éd., Louvain et Paris 


1912, S. 181 ff. 
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gung besteht. Dies paint das folgende von Ae herriibrende Beispiel 


der Differentialgleichung 

dy seit 

dz y2 + ot’ 
wenn fir « = 0 der Anfangswert ihe = 0 vorgeschrieben wird. Zundachst 
scheint der Punkt 7 = 0, y = 0 eine singulare Stelle der Funktion f(z, y) 
zu sein; beachtet man aber, dah 

y? + ot — Qy 2? = (y — 22), 

also fiir alle reellen Werte von x und y 


2a*y 
y+ at ead 
ist, so erkennt man, daf 
yx 2x°y 
yto vy + ah 


als Funktion der reellen Veranderlichen z, y fir « = 0, y = 0 stetig und 
in jedem endlichen Gebiete | «|< a, | y| <b beschrankt ist. Die allge- 
meine Lésung unserer Differentialgleichung ergibt sich, indem man z* = ¢ 
setzt, leicht in der Form 
g 

DOGS Sag 
wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet, oder 

xt = y? + Cy. 
Wir erkennen daraus, da’ y bei jedem Wert der Konstanten C fir « = 0 
den Wert y = 0 annehmen kann, da’ also durch den Punkt « = 0, y = 0 
unendlich viele Integralkurven hindurchgehen. Der Punkt x= 0, y= 0 
ist demnach eine singulare Stelle der Differentialgleichung, nach der Be- 
zeichnungsweise von Poincaré ein Sattelpunkt. 

Das Auftreten dieses Sattelpunkts hingt nun damit zusammen, 
da unsere Funktion /(z, y) nicht fiir alle Werte | «|< a, |y| <b die 
Lipschitzsche Bedingung in bezug auf y erfillt. Nach ihr mi&te fir 
Ce eC ON a BPA ct) 

bay!" x hy’ x 

y'? + gt y"? salty at 
sein, wo WN eine endliche, angebbare Zahl bedeutet. Dies ist aber nicht 
der Fall, wenn man z. B. y’ = 0 nimmt, da dann 

43 
yea gt 

fir hinreichend kleine Werte von x und y’’ beliebig groB gemacht werden 
kann. 


Sec Na Mey | 


1) G. Peano, Mathem. Annalen Bd. 37 (1890), S. 182. 
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i Aus der zu Anfang dieser Nummer gemachten Bemerkung konnen 
‘x wir noch eine Reihe weiterer wichtiger Folgerungen zichen. 
‘2 Wir untersuchen zunachst die Toeene y = F(x, yo) als Funktion 
des Anfangswertes Yo: Es bedeute yj einen anderen zu 2) gehorigen 
% - Anfangswert und y’ = F(x, yo) die entsprechende Lésung. Dann ist_ 
nf Yy — (Yo — Yo) eine stetige Funktion von x mit dem Anfangswerte yo fiir 
_ £& = 4, die die Differentialgleichung (10) bis auf den Fehler 
f(z, y') Py f(x, y' cy (Yo Rian Yo)) 
 hbefriedigt, und dieser Fehler ist vermége der Lipschitzschen Bedin- 
_ gung sicher kleiner als 
ae N | 4 — Yo: 


Wenn also | y) — yo| <.6 ist, so wird nach unserer Bemerkung der Unter- 
schied zwischen y' — (yp — yo) und y mit 6 beliebig klein; das gleiche gilt 


Ud 


also auch fiir y’—y und zwar bleibt das Verhaltnis a mit gegen Null 
Yo — Yo 


abnehmendem 6 unterhalb einer angebbaren Grenze. 

Die Loésung F (x,y) ist folglich eine stetige Funktion 

ihres fir =a, vorgeschriebenen Anfangswertes Y. 
Auf Grund dieses Ergebnisses kénnen die vorstehenden, bisher nur 
fir das Intervall | *—2z)|< A bewiesenen Satze, auf alle diejenigen 
_ Wertepaare (xz, y) erweitert werden, fiir die der Punkt (z, y) innerhalb 
des Bereiches B verbleibt. In der Tat kénnen wir das fiir | x—a)|< A 
 erklarte Integral F(x, y,) iiber dieses Intervall hinaus fortsetzen, indem 
_ wir als neuen Anfangswert den Wert von F(x, y) in einem der Endpunkte 
dieses Intervalls waihlen, und kénnen so fortfahren, so lange nicht die » 
_ Begrenzung des Bereiches B erreicht wird. Die Werte 2, fiir die dies ein- 
 tritt, sind im allgemeinen singulare Stellen der so definierten Integral- 
_funktion, und es ist eine der wichtigsten Aufgaben, diese Stellen und damit 
den Geltungsbereich der durch unser Verfahren gewonnenen Integral- 
funktion zu bestimmen. Im allgemeinen hangen die singulaéren Punkte 
eines Integrals von den Anfangswerten ab; so hat z. B. die Differential- 
gleichung 


fiir die der Bereich B aus allen im Endlichen gelegenen Punkten der (x, y)- 
Ebene besteht, die der Anfangsbedingung y = y, fiir x = 2%» gentigende 
Loésung 


y = F(x, Yo) = a 4? 
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iNey ees 5: 
die nur bis zu der Stelle x, = % + 7 hin Werte annimmt, die zu den 


0 = 
Punkten (x, y) im Innern von B gehéren. Die Abhangigkeit der singularen 
Stelle z, von den-Anfangswerten (Zo, Yo) liegt hier klar zutage. 
Besonders einfach gestaltet sich die Auffindung der singularen 
Stellen, wenn ihre Lage nicht von der Wahl der Anfangswerte abhangt; 
das ist z. B. offenbar der Fall fiir die gewohnliche Quadratur 


d 
te), 
aber es trifft auch fiir die allgemeine lineare Differentialgleichung 
dy 
dx Y 8%) + Fe) 


zu. Wie wir spater sehen werden, kann diese Gleichung auf die sogenannte 
homogene 


d 
(a) a oe) 
zuruckgefiihrt werden, deren Lésung sich sofort in der Form 
J” g(x) da 
Yi Yo) were 


ergibt. Danach sind also singulare Stellen die z-Werte, wo g(x”) aufhért, 
stetig und beschrankt zu sein. 

Man kann das aber auch direkt aus dem Cauchy-Lipschitzschen 
Verfahren entnehmen. Es sei namlich fiir | x—2,.| <a die Funktion 
g(x) stetig und beschrankt, | g(z)| < M, 6 kann einen beliebigen end- 
lichen Wert bedeuten; die Lipschitzsche Bedingung 


5G, Ge OLY RV Naf ah 


ist fir NV = M erfillt. A ist also kleiner als a und kleiner als We zu nehmen. 


Setzen wir % <2, <a, <--~- voraus, so folgt aus den Differenzen- 
gleichungen 
Ye — Yea = (Xe — Le-1) B(Le—1) Ye (H=1,2,...), 
die Ungleichung 
Lye |< yea | (1 + M (ae — ax)), 
und da fir a> 0,1+ a < e* ist, 


| ye | <| year | ell t—*_1) <|y¥o\ eM eR). 


Die | y, | bleiben also unter einer angebbaren Schranke, so lange dies fiir | 
g(x) zutrifft. Ferner kann fiir das von (2, y,) ausgehende geradlinige 
Stiick der approximierenden gebrochenen Linie 


1 — Ye = (& — ae) g (Le) Ye, te SBS M41, 


4) Eindeutige Bestimmung Ws ee Le 


q aie oben mit 4 bezeichnete GroéBe, d. h. fiir unseren Fall 


, 


peut A= g(x) +7 — g(t) -y, 
{ dem absoluten Betrage nach beliebig klein gemacht werden, indem man 
die Differenz x,,,— 2, hinreichend klein macht; es ist namlich 
4 |4|<lye— 711 Lees) | + le(ee) — glo) || 9 | 
‘ S| e— xe | g(a)’ | ye | + | o(te) — g(a) || 0]. 
| ee erzielen also in diesem Falle Konvergenz, wenn wir, vorerst unter 
_ Beschr ankung auf das Intervall | *—2zx)| < A, zwischen z, und x Teil- 
ie X1, Ly, ... SO einschalten, daf jedes Fe iinecreall X, — %,_ kleiner 
als cist, und dann e gegen Null konvergieren lassen. Fiir die so entstehende 
; _ Lésung ergibt sich dann durch Multiplikation der Gleichungen 
(b) ye = yea (1 + (te — e121) o(te—1)) (R= 1,22.) 
und Ubergang zur Grenze im Punkte « = a, der Wert 


De ag! to) 7 yo am A + (% — te-1) 8(%e—1)). 


_ Die Erweiterung auf das ganze Intervall x2 —2)| <a erfolgt dann wie 

im allgemeinen Falle. 

| Die Analogie des Grenzausdrucks auf der rechten Seite der 
Gleichung (x) mit dem zur Definition des bestimmten Integrals dienenden 
Grenzwert einer Summe (siehe oben S. 8) fallt in die Augen. Wir wollen 

_ daher setzen 


— 


Jo + g(eyde) = him Tt + (ex — 22) gay), 


Ok=1 


- wobei das Zeichen /' 1) abnlich an das Produkt J/ erinnern soll, wie das 
_gewohnliche Integralzeichen /'an die Summe 2. Freilich kann das ein- 
fia (a) a 
- gefiihrte Symbol in diesem Falle durch den Ausdruck e * ersetzt 
werden; wir werden aber spater eine Verallgemeinerung kennen lernen, 
wo eine solche Zuriickfiihrung auf bekannte Zeichen nicht mehr méglich ist. 
Hier wollen wir nur noch den besonderen Fall anmerken, wo g(x) 
den konstanten Wert 4 besitzt. Teilen wir dann das Intervall (x... 2) 
in n gleiche Teile und lassen n ins Unendliche wachsen, so ergibt sich - 


fo 02) =m (1 + ast 


n> @ 


also die tbliche Medaition der Exponentialfunktion e*—”. 
Zum allgemeinen Falle der Gleichung (10) zuriickkehrend, wollen 
wir noch untersuchen, wie die Lésung dieser Gleichung von Parametern 


1) Wir lesen es: Produktintegral. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 


bo 
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a, B,... abhangt, die in f(x, y) auftreten mégen. Es sei also f(x, y) eime 
stetige Funktion von gewissen Parametern a, f,..., was wir in der Be- 
zeichnung f(z, y;a,6,-.-) zum Ausdruck bringen, und es moége auch 


vom Anfangswerte y) das gleiche gelten. Wird dann das Wertesystem 
(a, y, a, B, .. .) auf einen Bereich B beschrankt, innerhalb dessen die stetige 
Funktion f(z, y; a, 8, ...) noch der Lipschitzschen Bedingung in bezug 
auf y geniigt, so behaupten wir, dai die Losung y = F(a, yo), die ja jetzt 
als Funktion F(x, a, B,...) erscheint, auch eine stetige Funktion von 
a, B,...sein wird. Es sei namlich a’, f’,...ein Wertesystem der Para- 


meter, das dem Bereich B angehort, und fiir das | a’ —a|,|p’—|,... 
kleiner als 6 sind, yj der diesem Wertesystem entsprechende Anfangswert, 
undy’ = F(x, a’, f’,...) das zugehorige Integral. Dann hat y’ — (yp — Yo) 
fir 2 = x den Anfangswert y, und befriedigt die Differentialgleichung 


5 dx = f(%, y; a, Bae) 
bis auf den Fehler 
f(a, ys a, B, REG) Rim f(z, Dlr (Yo— Yo)3 a, B, ag e)P 
der nach unseren Voraussetzungen mit 6 beliebig klein gemacht werden 
kann. Es kann folglich nach unserer Bemerkung auch der Unterschied 
zwischen y’ — (yj — yo) und y und demnach auch die Differenz | y’ — y | 
mit 6 beliebig klein gemacht werden. 


:) 


5. Veraligemeinerung auf ein System von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Differentialgleichung nte™ Ordnung. 


Wir wenden uns nun zu dem Falle eines Systems von n Differential- 
gleichungen erster Ordnung und denken uns auch hier die dieses System 
darstellenden Gleichungen (8) der Nr. 2 (S. 5) in bezug auf die Ableitungen 


dy, dy, 63 : 
eco a, aufgelést, so daf also Gleichungen von der Form 


dy) 
(413) Apa ful%, Ya, Yor «+ +> Yn) (A=1, 2,222, 2) 


vorliegen. Die Ubertragung der in den Nrn. 3 und 4 durchgefiihrten 
Betrachtung auf diese allgemeinere Aufgabe bereitet keinerlei grund- 
sitzliche Schwierigkeiten, so da% wir uns damit begniigen kénnen, das 
fir das System (13) geltende Ergebnis auszusprechen: 

Ks sei B ein Bereich im Gebiete der reellen Veranderlichen «, y,, ..., yn, 
innerhalb dessen die Funktionen f, stetig und beschrankt sind. Es mégen 
ferner die Lipschitzschen Bedingungen bestehen, d. h. es seien positive 
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Konstanten N,,..., NV, vorhanden derart, da8 fiir irgend zwei Punkte 
(4, Yr) +++) Y,) und (2%, yj, ---, yn) von B 


(14) | Alt Yay ++ Yn) | — fale ay 49h) | < Na D1 yk — al 


ist. Ist dann (2p, y{,..., y©) irgendein Punkt von B, so besitzt das 
System (13) stets ein System von Lésungen 

Y= Py(%5 Loy a bi y), (4=1, 2,...,n) 
die fiir = x die Anfangswerte y, = y{” annehmen und stetige Funk- 
tionen der Werte 2, x, y,..., y©) sind. Dieses Lésungssystem ist durch 
die Angabe der Anfangswerte eindeutig bestimmt. 

Wir bemerken, daf die Lipschitzschen Bedingungen (14) in einem 
konvexen Bereiche B *) stets erfiillt sind, wenn die Funktionen /, in bezug 
auf die y,,.-., y, beschrankte partielle Ableitungen besitzen. 

Spezialisieren wir dieses Resultat auf den Fall einer Differential- 
gleichung n-ter Ordnung 

dy d*y dvy 
Fw ge ge gale O 
aus der wir uns wieder die n-te Ableitung in der Form 


dry a (. dy q?—-1 y 
(45) dg f x, Ua Ste 1dr ad 
ausgerechnet denken wollen, so ist diese Differentialgleichung dem Systeme 
dy d dyn—2 
| Teac “a Fae i ac i en es aie NL Lae: 
(15a) ‘ 
Yn—l 
| dr ar f(a, Yy Yay Yar s+ Yn—1) 


von n Differentialgleichungen Aquivalent (vgl. Nr. 2, S. 4). Nach dem oben 
fiir ein solches System ausgesprochenen Satze gibt es also ein System von 
Funktionen 
Ys Yr» Yar - + + Yn—A, 
das fir = x, die Werte 
2 il 
Y=Yo YWi=Ys Y= Yor oy Pay ” 
‘annimmt, in der Nahe von zy stetig ist, dem Systeme von Differential- 
gleichungen (15a) Geniige leistet und durch diese Eigenschaften eindeutig 
bestimmt ist, vorausgesetzt, da8 die sonst willkirlich zu wahlenden reellen 
Antfangswerte 
(n—1) 
Xo Yor Yor s + 5 Yo 
1) Ein Bereich B hei8t konvex, wenn er mit zwei Punkten auch alle Punkte 
ihrer geradlinigen Verbindungsstrecke enthalt. 


read 
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einem Bereiche B angehoren, innerhalb dessen die Funktion 


(By Uri Gases) 


stetig und beschrankt ist und der Lipschitzschen Bedingung geniigt. 
Die Differentialgleichung n-ter Ordnung (15) besitzt folglich ein und 

nur ein eindeutiges und stetiges Integral, das fir « = 2, den Wert yy an- 

nimmt und dessen n — 1 erste Ableitungen ebenfalls fiir 7 = x, die Werte 


Yor Yrs» - +> y"—» annehmen. Fiir ein festes z) und willkirliche 
(n—1) 


Yo, Yo ered Yo 


ist dieses Integral das allgemeine; das allgemeine Integral einer 
Differentialgleichung n-ter Ordnung hangt demnach von n 
willkiirlichen Konstanten ab. 

Auf Grund der in den drei letzten Nummern angegebenen Resultate 
koénnen wir jetzt die in der Theorie der Differentialgleichungen zu lésende 
Aufgabe scharfer fassen. An Stelle der allgemein gehaltenen Aufgabe, 
die simtlichen Funktionssysteme zu finden, die ein gegebenes System 
von Differentialgleichungen erster Ordnung befriedigen, setzen wir die 
folgende: 

Es ist dasjenige Funktionssystem zu bestimmen, das 
einem gegebenen Systeme von Differentialgleichungen Ge- 
nige leistet und gewisse vorgeschriebeneAnfangsbedingungen 
erfillt, und zu erforschen, wie dieses Funktionssystem von 
der unabhangigen Variabeln, den gegebenern Anfangswerten, 
und von den in den Koeffizienten eventuell noch auftreten- 
den Parametern abhiangt. 

Fur das System homogener linearer Differentialglei- 
chungen, das eine Verallgemeinerung der linearen Differentialgleichung 
(a), S. 16, darstellt 


dy, 
denote + Yoda, + ° +++ Yn Ani, 


(1) US apeerlper int WAM ar DO sie SMe Aa Ae RUBE ic 

dyn 

Geni + Yolen + +++ + YnQnn, 
wo die ay, (1, k = 1, 2,...n) Funktionen von 2 sind, haben wir zur Be- 
stimmung des Lésungssystems, das fir x= a) die Anfangswerte 
Y= ¥—, +5 Yn = yO annimmt, das System von Differenzengleichungen 

a ‘ 
Y,, eae yy? = (%, — 1) 2 Yh dyn (0), 
(If) (31,2, o0en) 


2) 1 a 
Re Coane 


vo Verallgemeinerung auf ein System v. Differentialgleichungen erster nOrdnunk 1 


Wenn die Funktionen a, von x fir | x—2,| <a stetig und beschrankt 
sind, | a, < M, so sind die Lipschitzschen Bedingungen (14) wieder 
von selbst erfiillt, wenn man alle NV, gleich M annimmt. A bedeute die 


. . e 4 \ 
kleinere der beiden GréSen a und —, und es sei |x —a,| <A; wir 
/ Mn 
_ wahlen ferner zr <2,<2,<.---. Es ist dann 


Z| ye | <(1+nM(x,—%)) 2 | yf |, 


2 ue | <i t tM (a, —a)) = | 


also 
(111) 2 ly@ 


und mit Riicksicht auf 1 + a < e* fira> 0, 
%p) Mn n 
3 ones 
Die x), . 2, bleiben also unterhalb einer Oath cole Schranke, solange 
die a,, selbst beschrankt sind. 
Wir definieren nun n Funktionen n, = (x) so, daB zwischen x, 
und 244. 


(«) Ne yo? = (&—2,) sae y\" Ay (Ly) (k= 1,2, ...40) 


< HT A+ 0M (tp—2yp—1)| | yf? | 
a k=1 


(Ge 


(IIIa) 2 lye iexte 


ist. Dann befriedigen die 7, das Differentialsystem 
i 
u*) on SS 1, Ge (DY Ap | =I, 2 ssn); 
l= 
wo in dem Intervall (a, .. . 2,41) 
ides xy yf? ayy (,) — Zin dn (@ ) 
ist. Nun ist aber 
| A, | = cog J —m || au (z,) | + | ayy (%,) — Ay (2) | m\\> 
also mit Riicksicht auf (x) und auf |, (2) | <M 


| 4] (2—2,)nM? 2 Peal Gn to |, (B,) — ajx(2) | | 1, |. 
Aus den Ungleichungen (III) und aus der Stetigkeit der a,, (x) folgt jetzt, 
daB die | 4,| << « gemacht werden kénnen, indem man z,,,— 2, hin- 
reichend klein wahlt. Indem man also die 2, 7,,... hinreichend eng an- 
einander riickt, kann man bewirken, da8B die Funktionen 7, = 9;(2) 
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das System (I*) mit | 4, | < e befriedigen; d. h. diese Funktionen eentnee 
dem System (1) bis auf einen Fehler, der kleiner ist als «. 


Hat man nun zwei Funktionssysteme 7,, 7», mit denselben An- 
fangswerten fiir « = x, die das System (I) bis auf einen Fehler, der 
kleiner als ¢ ist, befriedigen, d. h. ist 


oie Sm aya(x) + Ap. easel ais Day a,4(2) + AG, (B=1, 2,. 2,7) 
x 4=1 1=1 


ate. d dn; 
so folgt durch Integration, die ja trotz der Unstetigkeit der — . We 
TRAE 

an den Stellen 2,, %,... erlaubt ist, 


| Me — nk | =i ( 5 aju(%) || n2— i | + | 4x — Ae ) dx. 


Bedeutet dann yu die obere Schranke der Differenzen | 7, — 7; | in dem 
Intervall (4)... 2%) + A), so haben wir 


T+A __ 
u<f (Mn p+ 246) de, 


Le) 


also da A <n M sein sollte, 


ES Ee Eh 
AMA 8 A A 
d. h. die Unterschiede 7; — 1, werden mit ¢ beliebig klein und zwar so, 
da fir ein gegen Null abnehmendes ¢ die Grenzwerte + unterhalb 


einer angebbaren Grofie bleiben. 


Daraus folgt nun, da8 sich die 7, = q(x) mit Verkleinerung der 
Abstande zwischen den Punkten 2, 2,,... bestimmten, stetigen Grenz- 
funktionen 


Yt = lim px(x) 
é—>0 


gleichmafig annahern, von denen man (wie oben in den Nrn. 3 und 4) 
leicht zeigt, da sie dem System (I) geniigen, fiir x = x, die vorgeschrie- 
benen Anfangswerte annehmen und durch diese eindeutig bestimmt sind. 
Die Fortsetzung tiber das ganze Intervall | « — x, | < a bereitet jetzt keine 
Schwierigkeiten und wir haben also den Satz: 


Innerhalb eines Intervalls der x-Achse, wo die a,,(x) stetig und 
beschrankt sind, hat das durch das Cauchy-Lipschitzsche Verfahren 


= aaa 
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bestimmte Lésungssystem y,, . .., y, der linearen homogenen Differential- 


- gleichungen (I) keine singulare Stelle. 


Eine eingehendere Untersuchung der durch ein System (1) defi- 
nierten Funktionen wird an spaterer Stelle gegeben. 


6. Beispiel aus der analytischen Mechanik’). 


Die Art und Weise, wie man sich die Auflésung einer Differential- 
gleichung zu denken hat, wird vielleicht am deutlichsten hervortreten, 
wenn wir zunachst fiir ein Beispiel diese Auflésung zu geben suchen. Wir 


_ wahblen hierzu ein Problem der analytischen Mechanik, um zu zeigen, da8 


gerade die angegebene Fassung des Integrationsproblems auch diejenige ~ 
ist, die gewahlt werden mu8, wenn es sich darum handelt, den Verlauf 
einer Bewegung auf Grund der diese Bewegung charakterisierenden Diffe- 
rentialgleichungen zu beschreiben. 

Bedeutet y den Winkel, den ein einfaches (in einer Ebene schwin- 
gendes) mathematisches Pendel von der Lange / zur Zeit ¢ mit der 
Vertikalen einschlieBit, so geniigt @ nach den Lehren der Mechanik der 
Differentialgleichung 

2 

(16) a =— ‘sing, 
wo g die Konstante der Gravitation bedeutet. Diese Differentialgleichung 
ist von der zweiten Ordnung; zur vélligen Bestimmung eines Integrals 
hat man demnach als Anfangsbedingungen die Werte von » und + 
zu einer bestimmten Zeit anzugeben. Man mu also, um die Bewegung des 
Pendels vollig zu bestimmen, die Lage des Pendels und die Winkelge- 
schwindigkeit des pendelnden Punktes in einem Zeitmomente kennen. 

Das Pendel mége sich zur Zeit t = 0 gerade in der Vertikalen befin- 
den, und in diesem Momente sei die Winkelgeschwindigkeit gleich , 
dann haben wir also die Anfangsbedingungen 


(17) op =0, aya fir t= 0. 


d 
Multipliziert man beide: Seiten der Gleichung (16) mit 2- z 


di?” 
d [(dg\? 2g d cos 
vleades dpe 2 


1) Vergl. Durége, Elliptische Funktionen, (1862), 3. Aufl. (1878), S. 11 fh; 
Kirchhoff, Mechanik, (1876), S. 18 ff. 


to) 


erhalt man 
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und indem man auf beiden Seiten nach ¢ integriert, 


(18) (F) = = (cos y'— cos a), 


wo a die Integrationskonstante bedeutet. Setzen wir t = 0, so ergibt sich 
zufolge der Anfangsbedingungen (17) 


= a (1 — cos a), 
woraus 
19 | (ase 
(19) cosa = 1 -— De 


Hieraus kénnen wir schon einen Schlu8 ziehen, der die Art, wie der 
Verlauf der Bewegung von der Wahl der Anfangsbedingungen abhangt, 
hervortreten laBt. In der Tat ist: 


fir lee < 2g, lol< 5 


WN Derma levi Ag) Ja] >>, 


ened a elas. a. imaginar. 
Wenn areell und |a| <7 ist, so haben wir fir g = +a 
dp dp 
ap Oh, SEO Ge = Sen (ae a)", 


die Funktion gm von ¢t nimmt also fir » = +a einen extremen Wert 
(Maximum oder Minimum) an. D. h. wenn a reell ist, oder, wenn 1g, 
die sogenannte Zentrifugalkraft zur Zeit des Durchgangs durch die 
Vertikale, t = 0, nicht gr68er ist als die vierfache Schwere, schwingt das 
Pendel zwischen zwei Extremlagen hin und her, und zwar bleibt es unter- 
halb der durch den Aufhingepunkt gehenden Horizontalen, wenn die 
Zentrifugalkraft im Momente ¢ = 0 kleiner ist als die doppelte Schwere, 
wahrend es sich im entgegengesetzten Falle tiber diese Horizontale erhebt. 
Wenn a imaginar ist, d. h. wenn die Zentrifugalkraft zur Zeit des Durch- 
gangs durch die Vertikale gréBer ist als die vierfache Schwere, schwingt 
das Pendel im ganzen Kreise herum, da in diesem Falle eine Extremlage 
nicht existiert. 

Lassen wir den letzteren Fall beiseite, beschranken uns also auf das 
hin und her schwingende Pendel, so folgt aus (48) 

dpa Ve ee OO 
2g Vcos m — cos a’ 

1) Durch sgn @ bezeichnen wir in itiblicher Weise das Vorzeichén einer 
reellen GroBe «. 
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also durch Integration und mit <2 ae auf die Anfangsbedingungen (17) 


ae fees 9 — — cosa’ 


oder wenn wir durch die Gleichung 
sing gy =—axsinia 
eme neue Integrationsvariable zx einfiihren und iiberdies 
snia=k 


fee ae aE ae he 42) 


Dan hier auftretende Tae ist ein elliptisches; wir werden an 
spaterer Stelle (Nr. 29) zeigen, da8, wenn in der Gleichung 


setzen, 


nee V( sees Ts 
azals Funktion von u a fretane wird, diese Funktion eine fiir jeden Wert 
von u eindeutige ist. Man bezeichnet diese Funktion nach Jacobi als 

x = sinam u 

und sagt, sie gehOre zum Modul k, was man auch in der Bezeichnung 
hervortreten lassen kann, indem man 

x = sinam (wu; mod k) 
schreibt. Wir finden also 


sin 3 ys. 
pear ger sinam (: rT? mod, sin ) 
sin 9 


und hieraus fiir m den expliziten Ausdruck 


gy = 2arcsin sin 5 . sinam (1 Ve, r3 mod sin 3) 


der uns @ als Funktion der unabhangigen Variabeln ¢, des Anfangswertes 
¥) (mit dem a durch die Gleichung (19) verkniipft ist) und endlich des in 
den Koeffizienten der Differentialgleichung auftretenden Parameters / 
(der Pendellange) charakterisiert. 

Wir kénnen aus diesem Beispiele aber noch eine Einsicht gewinnen, 
die fiir die ganze Richtung unserer weiteren Studien von entscheidendem 
Einflusse sein wird. Die Geschichte der Wissenschaft lehrt, da8 eine voll- 
standige Erkenntnis der Eigenschaften der Funktion sinamwu nur dadurch 
erlangt werden konnte, daf man diese Funktion fiir komplexe Werte 
der Veranderlichen wu studierte. In der Tat besitzt diese Funktion, wie 
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Abelund Jacobi gezeigt haben, fiir reelle Werte von a stets eine reelle und 
eine imaginaére Periode, und nur auf Grund dieser Eigenschaft (der soge- 
nannten doppelten Periodizitat) gelang es Jacobi, eine Darstellung jener | 
Funktion in der Form des Quotienten zweier bestindig konvergenter 
Reihen zu finden, die fiir die Wertberechnung in hervorragender Weise 
geeignet ist. Was nun fiir die einfache Differentialgleichung (16) gilt, 
wird auch fiir kompliziertere Differentialgleichungen giltig bleiben; man 
wird eine tiefere Einsicht in die Natur der Integralfunktion nur dann 
gewinnen und fiir die Wertberechnung brauchbare Darstellungen dieser 
‘Funktion nur dann geben kénnen, wenn man die Verdnderlichen nicht 
auf reelle Werte beschrankt. Wir werden darum im folgenden die durch 
Differentialgleichungen verkniipften Verdnderlichen als komplexe Ver- 
anderliche auffassen und von diesem Standpunkte aus zunachst in eine 
systematische Entwicklung der Eigenschaften der durch eine Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung von der Form (10) Nr. 3 (S. 6) defi- 
nierten Funktionen eintreten. 


Zweites Kapitel. 


Allgemeine Untersuchung 
der Lésungen von Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


7. Differentialgleichungen erster,Ordnung fiir komplexe Werte 
der Verinderlichen. 
Anfstellung einer Potenzreihe, die der se bean tron 
formal geniigt. 


In der. Differentialgleichung 


(1) : ae) 


werde x als komplexe Variable aufgefaBt. Dann geniigt es nicht, wie in 
dem Falle eines reellen x, die Funktion f(#, y) als stetige und beschrankte 
Funktion von x und y aufzufassen, wir werden vielmehr annehmen miissen, 
daB f(x,y) eine monogene (analytische) Funktion der beiden 
komplexen Veranderlichen z,y sei. 

Es moge (%, Yo) ein Wertepaar der komplexen Variabeln 2, y be- 
deuten, in dessen Umgebung f(x, y) eindeutig, endlich und stetig, oder 
wie wir (dem Sprachgebrauche der franzésischen Analysten folgend) 
sagen wollen, holomorph ist; dann ist f(x, y) in dieser Umgebung, 
d.h. fir 

|r—a%|Sa, |y—y\| S84, 
nach positiven ganzen Potenzen von 2—2», y — yo entwickelbar: 
f(z, Y) = Ago + Aro(% — Xp) + AoilY¥ — Yo) + Azo(% — 2)? 
+ Agy (@ — %) (Y¥— Yo) + Acs Y— Yo)? + - 3 
und die Koeffizienten dieser Reihe sind nach dem Taylorschen Satze 
durch die Gleichungen 


ra) of OR, 
Ago = f (Xo Yo), Aro = Gan A An = (a). H » Ano = 2 (Fa). Bit 


bestimmt. 
Es entsteht nun die Frage, ob es eine Lésung der Differentialgleichung 
(1) gibt, die fiir 7 = x) den Wert y = yp annimmt, und die in der Umgebung 
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von 2 = a holomorph, d. h. nach positiven ganzen Potenzen von x — % 
entwickelbar ist. Wir setzen 
U fee HEN UG) ab Ca ag) ta ae 
in die Differentialgleichung ein und versuchen zunachst, ob sich die Koeffi- 
zienten dieser Reihe so bestimmen lassen, daB sie der Differentialgleichung 
formal Geniige leistet. 
Der Einfachheit wegen setzen wir 

Dp on Yo Yo Ms 

dann wird : 


K(x, y) = HE + %, 7 + Yo) = HE, 1), 
und (é, 7) ist in der durch die Ungleichungen ? 
\é|<a,|n|sb 
definierten Umgebung der Stelle = 0, 7 = 0 in der Form 
p(g, n) = Ay we nt 
1=0 k=0 
darstellbar. Die Differentialgleichung (1) verwandelt sich in 
d 
(2) ie = 9G) 
und wir haben die Koeffizienten der Reihe 
Wi Cy Slate Cy Cae Cgeole tr. 
so zu bestimmen, da8 sie die Differentialgloichung (2) formal befriedigt. 
Wir bilden, indem wir gliedweise differentiieren, 


dn =¢+2¢6+3¢,6 + 


dann muf 


(Sievert Die, BOI o eu eels ite A aE (co) 2) +c, & +. FR 


A4=0k=o 
sein. Denken wir uns die auf der rechten Seite stehende Reihe nach Po- 
tenzen von & geordnet: 
P(E, 1) = Yot Pid + G2e? + 
so sind die Koeffizienten m, aus den A,, und den ¢ allein durch die Opera- 
tionen der Addition und Multiplikation zusammengesetzt, und zwar ist 
offenbar qo von den c, ganz unabhangig, wahrend gy, nur von, m, nur von 
C1, Cg, allgemein qm, nur von den 
Cyy Coys sy 

abhangt. Wir setzen darum der Deutlichkeit wegen 

Py = Pr(Cqy Cay» «+ Cr) 


Seti ieatae hs ae rin) hey i 
of ee 
party 


SMEARS aE Ne 


ote pay ttle 


tied Differentialgleichungen erster Ordnung fiir komplexe Variable. 29, 
Aus (3) folgt dann 
1 1 

Cain Pg irs Ao, Cot 2 1(¢1), Cais 3 Pallr, €3)) 655 

(4) 

Cy41 — y+ 4 Pr (Cy, Cy, ONOP 5 Gy | 

so daB also jedes ¢, durch die vorhergehenden in eindeutiger Weise bestimmt 
ist. Die mit diesen c, gebildete Reihe 

(5) cy & 

1 

befriedigt formal die Differentialgleichung (2); es handelt sich nun noch 


um die Frage ihrer Konvergenz. 
Das hier eingeschlagene Verfahren, die Koeffizienten einer Reihe 


so zu bestimmen, dafi diese Reihe einer vorgelegten Differentialgleichung 


geniigt, wurde schon von den Analysten des achtzehnten Jahrhunderts 
vielfach angewandt und als die Methode der unbestimmten Koeffi- 
zienten bezeichnet. Nur hielten jene Analysten dadurch das Problem 
der Integration fiir erledigt, indem sie nicht bezweifelten, da8 ein wohl- 
bestimmter analytischer Ausdruck auch stets einen Sinn habe. 

Nun werden wir in den niéchsten Nummern beweisen, da’ die formal 
hergestellte Reihe (5) stets in einer gewissen Umgebung von & = 0 kon- 
vergiert, wenn, wie wir vorausgesetzt haben, die Funktion (é, 4) in der 
Umgebung von £ = 0, 7 = 0 holomorph ist. Es ist aber keineswegs iiber- 
fliissig, die Frage der Konvergenz zu erértern, weil es vorkommen kann, 
da8 eine Differentialgleichung formal durch eine nach positiven ganzen 
Potenzen der unabhangigen Veranderlichen fortschreitende Reihe be- 
friedigt wird, und da8 diese Reihe trotzdem fiir keinen von Null ver- 
schiedenen Wert dieser Veranderlichen konvergiert. Wir zeigen dies an 
dem auch historisch bemerkenswerten Beispiel der Differentialgleichung 


d: 


Hier ist f(z), y): = = (x —y) in der Umgebung von x= 0, y = 0 nicht 
holomorph; es 148t sich aber trotzdem eine Reihe von der Form 
| Y= Cy + Ca? + +> 
formal so bestimmen, da sie die Differentialgleichung (1) befriedigt. 
In der Tat findet man nach der Methode der unbestimmtén Koeffizienten 
ohne weiteres 
C= 1, 6 + cg = 0; 2c, + 6 = 0, Beat = 0,... 


also 
Greate Co = — 4, Colao Ogos Oly ass 
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und somit fiir y die Reihe 

y= 2 — a? + 2) 8 — Blatt ous, 
die offenbar fiir jeden von Null verschiedenen Wert von x divergiert 1). — 
Die Frage, welche Bedeutung man solchen divergenten Reihen beilegen 
kann, wird uns spater beschaftigen, vorerst wenden wir uns zur Untersuchung 
der Konvergenz unserer Reihe (5). 


8. Konvergenz der aufgestellten Reihe. 
Calcul des limites. 


c 


Die Untersuchung der Konvergenz der Reihe (5) scheint auf den 
ersten Augenblick ziemlich kompliziert, da ihre Koeffizienten einem nicht 
leicht zu iibersehenden Gesetze gehorchen. Es ist aber Cauchy, der diese 
Art der Fragestellung systematisch eingefiihrt hat, gelungen, diese Unter- 
suchung in auferst einfacher Weise zu erledigen, indem er sich einer Methode 
bedient, die er als calcul des limites (Rechnung mit Grenzen) be- 
zeichnet, und die seitdem in allen Zweigen der Analysis, wo es sich um 
Konvergenzbeweise fiir Ausdriicke, dienach der Methode der unbestimmten 
Koeffizienten hergestellt sind, handelt, mit groBem Erfolge angewandt 
wird. 

Das Wesen der Cauchyschen Methode besteht im folgenden: 

Wir denken uns an die Stelle der die Funktion y(é&, 7) darstellenden 
Reihe 

2 2 Ark &* 4 
eine andere Reihe 


SY By & nt = y(E, 7) 


A=0 k=0 
gesetzt, die ebenso wie die urspriingliche fiir 
[é|<4, |n|<b 
konvergiert, und deren Koeffizienten B,, positive, reelle Gré8en von der 
Beschaffenheit sind, daf 
Bur = | Arx |. (iy kOe Ne) 
Nach Poincaré bezeichnen wir diese Beziehung zwischen den bei- 
den Reihen, oder zwischen den durch diese Reihen dargestellten Funk- 
tionszweigen o(&, 7) und w(é, 7) durch das Symbol 


~(—&,n)< wlé, 0), (é, 7). 


1) Siehe zu diesem Beispiel Euler, De seriebus divergentibus, Novi Comm. 
Acad. Petrop. 5, 1760, S. 205; GauB, Werke X, 1 (1917), S. 382. 
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Wir betrachten nun die Differentialgleichung 


; dy 
6 eae 
(6) de = PS) 9), 
und setzen darin fiir y die Reihe ein: 
(7) y= net wt yE+---. 


Wir bestimmen die y, so, da diese Reihe der Differentialgleichung 
(6) formal Geniige leistet; dann setzen sich die y, aus den B,, offenbar in 
derselben Weise zusammen, wie die c, aus den Aj,, und da die B,, reell und 


: positiv sind, werden die y, ebenfalls reell und positiv ausfallen. Da tiber- 


dies die B,, nicht kleiner sind als die entsprechenden | A,, |, so folgt ferner, 
da8 auch ; 
YW | Cy a f @=1)2; 35.21) 
Ks ist also, wenn wir die Poincarésche Bezeichnung auch auf den Fall 
von Reihen, deren Konvergenz noch nicht feststeht, iibertragen, 


Soe < Ly&, (é). 
y=1 y=1 


Wenn nun bekannt ware, dafi die fiir y aufgestellte Reihe in einer 
gewissen Umgebung von = 0 konvergiert, so folgte hieraus, da& auch 
die Reihe 

So, & 
in derselben Umgebung von é = 0 konvergent sei; und dies ist der Grund- 
gedanke des calcul des limites. 

Die Wahl der Funktion y(z,y), der sogenannten Majorante, 
kann nun auf mannigfache Art erfolgen. Wir geben zuvoérderst das klas- 
sische Verfahren von Cauchy). 


9. Konvergenzbeweis nach Cauchy. 


Es sei allgemein 
p(s, 7) ae 2 Ai & of 
=0 k=0 


eine im Gebiete || <a, | 7| <6 unbedingt konvergente Reihe; dann ist 
(&,) in diesem Gebiete eine holomorphe Funktion der komplexen 
Veranderlichen £,7. Bedeutet M die obere Schranke der Werte, die 


1) A.L. Cauchy, Oeuvres, I. Serie, T. VII. Vergl. Briot et Bouquet, Jour- 
nal de l’Ecole Polytechnique, Cah. 36, S. 136ff.; ferner Picard, Traité d’Analyse, 
T. II, (1905), S. 258, 346; H. Poincaré, Mécanique céleste, T. 1, S. 48, u. a. m.; vgl. 
die Literaturangaben, Enzyklopadie der mathem. Wissenschaften, Bd. II, A 4a, 
S. 201 ff. 


32 Zweites Kapitel. Allgemeines iiber Differentialgleichungen I. Ordnung. 


| p(&, n)| fir |éF | =a, | | = 6 anzunehmen vermag, so ist nach einem 
elementaren Satz der Funktionentheorie *) 


M 
(8) Aap Nie i (Oe is Ben ye 


Wenden wir diesen Satz auf die in den vorigen Nummern betrachtete 
Funktion (&, 7) an, so ergibt sich also 
Eh nk 
Aah (I ass M x, ah bk? (E57). 


Die auf der rechten Seite stehende Doppelreihe konvergiert offenbar — 
fur 


etch aeelloap land 
und stellt, da sie in das Produkt zweier geometrischer Reihen zerfallt, 
die Funktion 


M 
(9) 


pg, 4) = ( a a) (: i) 
a b 
dar. Dies ist die Cauchysche Majorante. 


Wir haben nun die Differentialgleichung zu betrachten: 
dy M 


de Ve a (1- E) (a 


die wir in der Form 
(4 at 3) dy = ese 


b 


schreiben. In dieser Form sind, wie man zu sagen pflegt, die Verander- 
lichen getrennt; wir kénnen also auf beiden Seiten der Gleichung inte- 
erieren, und finden so 
y* é 
Dior v= —M alog (1 — *)+ const. 
als allgemeines Integral. Dasjenige partikulare Integral, das fiir =0 ver- 
schwindet, ergibt sich in der expliziten Form 


2a" AR Aer 
yaoi a 9 jog (1—“), 
wo die Quadratwurzel mit positivem ee zu nehmen ist, und dieses 
Integral, ist offenbar in der Umgebung von ¢ = 0 holomorph, also durch 
eine Reihe von der Form 
Hy) Gauche beweist diesen Satz mit Hilfe seines Integrals, WeierstraB 


hat einen elementaren Beweis dafiir gegeben. Siehe fiir eine Veranderliche z. B. 
bei Knopp, Funktionentheorie I, Sammlung Géschen, 1918, S. 84. 


Also 
oi pe 


9. Konvergenzbeweis nach Cauchy. 33 


Ui iaey is Yas? Con 
darstellbar, die in eer gewissen Umgebung von = 0 konvergiert und 
mit der durch die Methodeder unbestimmten K oeffizienten erhaltenen Reihe 


(7) tibereinstimmt. Um den Radius des Konvergenzkreises genau zu be- 


stimmen, suchen wir denjenigen Wert @ von é auf, fiir den der Ausdruck 
unter dem Wurzelzeichen 


1+ 2 — log (1 —*)- 0 


ist; wir finden 


eae 
ae tae aa) 


_ also @ positiv und kleiner als a. Da fiir | & | < a der Logarithmus 


log (1 S. = 
a 


holomorph ist, konvergiert die Reihe fiir y jedenfalls fiir 
Le |<. 
Nach dem Prinzipe des calcul des limites (Nr. 8, S. 31) konvergiert 


die der Differentialgleichung (2) (Nr. 7, S. 28) formal geniigende Reihe 


iy Ck &F 


A=1 
ebenfalls fir Werte von &, die der Ungleichung 
|é| <e 
Geniige leisten. Diese Grenze ist im allgemeinen keine genaue, d. h. die 
Reihe kann auch noch fiir Werte von & konvergieren, deren absoluter 
Betrag gréfer ist als 0; uns geniigt es aber, nachgewiesen zu haben, daf die 
aufgestellte Reihe allemal innerhalb eines Kreises konvergent ist, dessen 
Radius eine stets positive nur von a, b und M abhangige Grofe ist. 


Fir die der urspriinglichen Differentialgleichung (1) 


gentigende Reihe 
et Y Yor Ce toch Cg (W— Ho) te ae 
haben wir demnach die Konvergenzbedingung 
|r —%| <@, 

wobei noch hervorzuheben wire, daf der Ausdruck g und ebenso der wahre 
Radius des Konvergenzkreises im allgemeinen auch von den Anfangs- 
werten 2%, Yo abhingt, da ja M, a,b sich mit 2, yp andern. 

Die fiir y aufgestellte Reihe ist der Art ihrer Herleitung nach als 
solche eindeutig bestimmt, sie stellt innerhalb ihres Konvergenzbereichs 
ein den vorgeschriebenen Anfangsbedingungen geniigendes, holomorphes 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 3 
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Integral der Differentialgleichung dar, und es kann auch kein von diesem 
verschiedenes in der Umgebung von x = x holomorphes Integral der 
Differentialgleichung geben, das fiir x = xp gleich y) wird, da ein solches 
jedenfalls nach positiven ganzen Potenzen von 7 — 2, entwickelbar sein 
mite, und demnach die Koeffizienten dieser Entwicklung mit den c,, ¢., . .. 
ubereinstimmen mitiBten. 

Wir haben also den Satz, den man gewohnlich als das Cauchysche 
Existenztheorem zu bezeichnen pflegt: 

Fir ein beliebig gewadhltes System von Anfangswerten 
Lp Yo. in dessen Umgebung der Differentialquotient von y 
nach x holomorph ist, gibt es stets eine und nur eine in der 
Umgebung von « = x holomorphe Integralfunktion y, die 
fur 2 == 2) gleichy, wird. 

- Eine Abanderung der Cauchyschen Majorante ergibt sich1), indem 
man an Stelle von M die obere Schranke G der | A), ab*| nimmt. Die 
Existenz einer solchen oberen Schranke folgt unmittelbar aus der unbe- 
dingten Konvergenz der Reihe YD A, n* fir |€|=a,| | =8, 


die ja zur Folge hat, da8 lim A,, a’ bd‘ = 0 ist. Man kann nun direkt 
; Itk>o i 
an Stelle des Cauchyschen Ausdrucks (9) 


G 


a b 
als Majorante wahlen. Man kann aber auch statt mit y, (&, 4) mit 


a: PAT Ds 
po (, iu a (1 aay uf ") 


arbeiten, was den Vorteil mit sich bringt, daB die entstehende Hilfsdiffe- 
rentialgleichung 


ae 


die der Anfangsbedingung y =0 fir €=0 geniigende algebraische 
Losung 


*) Vergl. fiir das Folgende: P. Stackel, Jahresbericht der D. M.-V. 16 (1917), 
S. 219. 


= pea 


re Ph 10. Singuliére Anfangswerte. 35 


ie besitzt. Als Konvergenzgrenze findet man durch Nullsetzen des Ausdrucks 


unter dem Wurzelzeichen 
zs rs 


eine Grenze, die im allgemeinen kleiner ist, als die sich bei Anwendung 
von y, (€, 7) ergebende 
. b 
fe) eo (4 — d-ze)s), 
Die Majorante y,(&, 1) bietet aber andererseits den Vorteil, da’ man 
bei ihrer Anwendung der Theorie der Funktionen einer komplexen Ver- 
anderlichen ganz entraten kann, so dai der mit Hilfe von y,(é, 7) gefiihrte 
Konvergenzbeweis auch fiir analytische Funktionen o(é, 7) der reellen 
_ Veranderlichen &, 7 anwendbar ist. 


ate 


ies 


— 


we IOV IL 


a egne 


10. Singulire Anfangswerte. Die Ableitung wird so unendlich, 
da8 ihr reziproker Wert holomorph bleibt’). 


d 
Wir wollen nun annehmen, da’ die Ableitung ss in unserer Diffe- 
a 


rentialgleichung (1) in der Umgebung der Anfangswerte x = 2,, y = y, 
nicht mehr holomorph ist. 
Es sei zunachst f(x, y) fiir x = x, y = y, unendlich, aber so beschaffen, 


1 
_ da8 der reziproke Wert REG in der Umgebung dieser Stelle holomorph, 


also in der Form 


4. oOo 
WRN 2 ASHEN Me ha desecuerga What eat ade a 
H(Z,Y)°  120%=0 BRE AY Ya) 
entwickelbar ist. Wir setzen dann 
. i ) | 
Hazy) = 402) + Arle) Ys) + Arle) YH + 
wo also Ay(z), A,(%), Ag(x),... nach positiven ganzen Potenzen von 
x% — x, fortschreitende Reihen bedeuten, und jedenfalls 


Ao(z,) = 0 


1) Da G=M ist, ist diese Konvergenzgrenze unter Umstainden gréBer als 
das durch die Cauchysche Majorante gelieferte o. 

2) Vergl. fiir diese und die folgende Nummer Briot et Bouquet a. a. O. 
S. 146; Picard, Traité II (1905), S. 367ff.; Painlevé, Lecons sur la théorie 


anal. des équat. différ. (Paris 1897), S. 19—20; u. a. m. 
3* 
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ist. Es sind dann zwei wesentlich verschiedene Falle zu unterscheiden, 
je nachdem namlich in der Reihe der Koeffizienten 


A,(2), A,(x), A,(2), Soo 


einer zu finden ist, der fiir 2 = 2, einen von Null verschiedenen Wert hat, 
oder nicht. Im letzteren Falle, wo alle Koeffizienten A,(x) eine Potenz 
von «—az, als Faktor enthalten, hat also f(z, y) die Eigenschaft, fir 
x= x, unabhangig von y unendlich zu werden; es ist dann etwa 
Be a AC 

{(2, y= (x — x4)" 
wo der reziproke Wert von g(x, y) in der Umgebung von a = x, y= y; 
holomorph ist. Der Punkt x = x wird dann fir jedes Integral der Diffe- 
rentialgleichung (1) als singulérer Punkt fungieren; wir lassen diesen Fall 
vorlaufig beiseite. 

Es sei also allgemein 


(10) A,(2) a 0, A,(x,) fax 0, LS) Aj_4(%y) = 0, 
A, (2) + 0, 


Laven 1 
og n! Ee Gerla 
Isp il ey 
& @ Cane (5) 
OLN AIPORT EL bag Ne) 
gleich Null, aber 


| an G) 


von Null verschieden. 
Wir betrachten nun die Differentialgleichung 


oder, da ja 


CA ae 
dy f(a, y) 
= A(x) + Ax(%) - (Y¥— 4) + Arle) - Y—WP+--> 
dann besitzt diese zufolge des Existenztheorems ein in der Umgebung 
von y = y; holomorphes Integral, das fiir y = y, den Wert x = 2, an- 
nimmt, und dessen erste Ableitung 
diy 
dy 


fur y = y, jedenfalls verschwimdet. Da ferner 


10. Singulére Anfangswerte. on 
Pr oO (5) ne (4 dx 
OU NOURT f° Ow i) dys i 
dz 0 (5) 49 oe? (4 dx 
dy> ~ dy \f dx Oy 7) dy 


CS o- (3) m+ 6 /A\ da 
er & | Ox G) dy? 


__ ist, so verschwinden fiir y = y,, x=, auch noch die hoheren Ableitungen 
_ von £nach y bis zur A-ten einschlieBlich, wahrend 
U+1y 
dyi+t 
fir y = y, emen von Null verschiedenen Wert c, besitzt. Nach dem Taylor - 
schen Satze lautet also die Entwicklung des definierten Integrals in der 
Umgebung von y = y;: 
errors a= Uae ucla Co ayers 8 gh) Cate Os 
Hieraus folgt: 
Dee ey AY ey ea — Yy)ot 2° *) 
und, indem wir beiderseits die (A + 41)-te Wurzel ausziehen, 
1 1 
(2 — my)ATE as (y — 3) (4 + Oly —- yy) +--+) 


Nun ist der Ausdruck 
1 


Kae (Yi Gi) ae, us 
in der Umgebung von y = y, holomorph, da ja c, + 0 ist, und folglich 


in der Form 
1 


vit val¥—Wm) too w= atti +0, 
darstellbar; wir finden also 


1 
ee Va) Vole Yy) ee 
Nach dem aus den Elementen der Funktionentheorie bekannten 
Satze iiber die Umkehrung einer Potenzreihe (Satz iiber die inverse Funk- 
tion) ') ergibt sich hieraus, da®B y—y, nach positiven ganzen Potenzen 
der auf der linken Seite stehenden Gré8e 
a 
ay 
entwickelbar ist, wir haben also 


1) Siehe z.B. L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie I (1921) 
S. 190. 


( 
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Bes 2 4 
CAD yi yy == Oy (2 a DE One ate ene a 0, 


und auf diese Weise 2-+ 4 Integrale der Differentialgleichung (1), die 
fiir « = x, den Wert y, annehmen. Bedeutet in der Formel (11) 
1 
Sata a 
den Hauptwert dieser (A + 1)-wertigen Gréfe, d. h. 


1 
eid 


log (@—4) 
wo log («— 2,) denjenigen Wert des Logarithmus darstellt, der fir reell 
positives 7 — 2, reell ist, so gehen die tibrigen A Integrale aus dem ein- 
deutig bestimmten Integrale (11) hervor, indem man an die Stelle von 

1 
: (a, +3 
den Wert 


1 
ek(a—a,)i+1 (61,2) 
setzt, wo e die komplexe (A + 1)-te Einheitswurzel 
2704 
6 = etl 
bedeutet. D.h. mit anderen Worten, die gedachten A + 1 Integrale ent- 
stehen aus einem von ihnen, indem man die Variable x A-mal geschlossene 
Umlaufe um den Punkt x = x, vollziehen lat; dieser Punkt ist also fiir 
jene Integrale ein Verzweigungspunkt, und zwar in der von Riemann 
eingefiihrten Terminologie ein algebraischer Werzweigungspunkt 
A-ter Ordnung. 


‘Im allgemeinen wird es, wenn «= x, ein beliebiger Wert der 
unabhangigen Variabeln z ist, stets Werte y, von y geben, fiir die f(z,, y} 
so unendlich wird, daB der reziproke Wert. 

4 
” F(a, ¥) 
in der Umgebung von x = «,, y = y, holomorph bleibt; ede th is 
f(, y) eime rationale Funktion von y, deren Nenner hla, y) eine ganze 
rationale Funktion n-ten Grades von y ist, so tritt dies fiir die m Wurzeln 
der Gleichung? 
h(x, y) = 0, 

ein, vorausgesetzt, da sich unter diesen Wurzeln keine befindet, fiir die 
bei « = x, auch der Zahler von f(x,y) verschwindet. Es wird also im 
allgemeinen fiir ein beliebiges 4 = wy mindestens zwei Lésungen der Diffe- 
rentialgleichung geben, die in x, einen algebraischen Verzweigungspunkt 
besitzen. 


ie 


EN ae oat oe eee 


ak Untersuchung des Falles, wo die Integralfunktion selbst unendlich wird. 39 
Dagegen sind diejenigen z-Werte, fiir die f(a, y) unabhangig von 
y unendlich wird, stets diskrete Punkte, die man bei Kenntnis der Funk- 


_ tion f(x, y) von vornherein aussondern kann. 


11. Untersuchung des Falles, wo die Integralfunktion | 
selbst unendlich wird. 


Wir fragen nunmehr nach einem Integral y, das fir einen vorge- 
schriebenen Wert von «x einen unendlich groBen Wert erhalt. Wir setzen 
dann in der Differentialgleichung (1) 


an die Stelle von y 
. 4 
| DS bip) 
und erhalten auf diese Weise fiir z die Differentialgleichung 
dz 4 . 
(12), Pas) = Ale? 


Es mége dann x = x, ein Wert sein, von der Beschaffenheit, daB die 
Funktion /,(z,z) in der Umgebung von x = 2,,z = 0 entweder selbst 
holomorph ist, oder dafi sie fiir dieses Wertepaar so unendlich wird, 
da& ihr reziproker Wert holomorph bleibt, wahrend 


ee ned) es n 


ist. Wenn f, (z, 2) fir v = 2,2 = 0 selbst holomorph ist, so gibt es nach 

dem Existenztheoreme ein in der Umgebung von x = z, holomorphes 

und fiir « = 2, verschwindendes Integral der Differentialgleichung (42): 
B==/C (@ — 24) Hh & (@— PP + +s, 

fiir das allerdings auch noch gewisse erste Koeffizienten 


Cy, Co, + +). Ck—1 

verschwinden kénnen, wahrend c, von Null verschieden ist. Dann ist in 
der Umgebung von x = z, 

4 f 

Yio Ze (x eae: a)e + Choi (2 — 2,)e+1 an ae 

Beary ee Og) a Ou heme by) ie; 
d.h. das fiir 2 = 2, unendlich werdende Integral der Differentialgleichung 
(1) wird mit (2 — 2,)* multipliziert in x = x, holomorph, es besitzt also 
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in diesem Punkte einen Pol (auferwesentlich singulare Stelle) k-ter Ord- 
nung. 
Wenn /,(2, z) fiir = x,, z = 0 so unendlich wird, dab 
2 
hh (x, z) 
holomorph bleibt und / die kleinste Zahl ist, fiir die (13) besteht, so ist, 
nach den Ergebnissen der vorigen Nummer, in der Umgebung von z = 2, 
1 2 : 
B= Yat — art hy, (ae CPD ames eM ges =O) 

wir haben also fiir das in a = x, unendlich werdende Integral von (1) die 


Entwicklung 
1 4 


y=>= : 


: We 
Pali a RE ays eal aS a 
1 1 


I 


(e—= 2%) 1 (6) + 6,(@—4,)"1 


a Og (@ aay) Ss ac), 
d. h. x = a, ist fiir dieses Integral zugleich ein Verzweigungspunkt A-ter 
Ordnung und eine Unendlichkeitsstelle; wir sagen in diesem Falle, y be- 
sitze in « = 2, eine algebraische Unendlichkeitsstelle von der 


eoarel 
Ordnung ak 


In allen bisher betrachteten Fallen ist das Integral in der Umgebung 
des betreffenden Wertes der unabhangigen Variabeln nach positiven 
und negativen ganzen oder gebrochenen Potenzen des Inkrements ent- 
wickelbar, negative Potenzen kénnen aber stets nur in endlicher Anzahl 
auftreten. Wir sagen kurz, das Integral habe in diesen Fallen den Charakter 
einer algebraischen Funktion, oder kiirzer, es verhalte sich alge- 
broid +). 


12. Abhingigkeit von Anfangswerten und Parametern. Unitit. 


Die Losung y unserer Differentialgleichung (1) der Nr. 7 


die in der Umgebung des Wertes x), wo sie den Wert y  annehmen soll, 
holomorph oder allgemeiner algebroid ist, hangt selbst noch von diesen 


1) Die Rechtfertigung fiir diese Bezeichnung ergibt sich daraus, dai eine 
algebraische Funktion stets. ein derartiges Verhalten zeigt. 


‘ 


ee Sant NO CM bl a ott ay hee 
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Anfangswerten ab. Beim Ubergange von (4) zu der Form (2) (Nr. 7, S. 28) 
wird 
LN None 
deus Y (F, 4) = F(E + 2%, + Yo), 
so dafi also x, yy in y (&, 7) als Parameter auftreten. Wir fragen darum — 
zunachst allgemein, wie die Lésung der Differentialgleichung (2) von ge- 
wissen Parametern 4,, {y,... abhangt, wenn @(€, 7) eine z. B. fiir kleine 
Werte der (4, (49,--- holomorphe Funktion dieser Parameter ist. . Es 
bedeutet keine erhebliche Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir 
¢ (§, n) als von einem Parameter 4 abhangig ansehen und uns auf Werte 
von yw beschranken, die in der Umgebung des Punktes «4 = 0 gelegen sind, 
also die Differentialgleichung 
d 
(2*) ie = 9(E, 7, /) 
betrachten, wo ¢ eine fir |é |< a,|7|<6,|u| <r holomorphe Funk- 
tion der drei Veranderlichen , 7, 4 bedeuten soll. Wir fragen, wie die in 


_ der Umgebung von = 0 holomorphe Lésung 


(5*) H= 4 E + CE? + 
sich als Funktion von yu in der Umgebung von uw = 0 verhalt. Wie man 
sieht, handelt es sich hier um die Ubertragung der in der Nr. 4 fiir das 
reelle Gebiet angestellten Ua erence laaneens auf das Gebiet der komplexen 
Veranderlichen. 

Denken wir uns die Koeffizienten c,, c,,... mit Hilfe der Differen- 
tialgleichung berechnet: 


= (2). = 97(0,0, 4), &= 5 (Se). = (58). blag), @ (0, 0, «), 


POM aT AANA Ca etek s Moat al eM RIS 16 Miksa lie? ‘fat cke TP ley fe) plod fouWie Wid) oy is, Asim voi Mom lint tee fayns, Je) pie’ ‘a ore. hs8\_ aa 


80 eeeeben sie sich als fiir | ~ | <r holomorphe Funktionen von w. Darade 
kann man aber noch nicht schlieBen, daf sich die Reihe (5*) in eine nach 
positiven ganzen Potenzen von ¢ und yw fortschreitende Reihe umordnen 
148t, die fiir hinreichend kleine Werte von € und yw unbedingt konvergiert. 
Es lat sich dies aber durch eine besondere Untersuchung +) feststellen, 
und zwar am einfachsten durch eine Erweiterung der Majorantenmethode. 
Es sei fir |€| =a, | 4 |= 6, | w| —=7 M die obere Schranke der 
Werte von | »(&, 7, u) |; wir nehmen dann als Majorante die Funktion 
M 


cg ae 


mit der zugehoérigen Hilfsdifferentialgleichung 


1) Siehe Poincaré, Méthodes nouvelles de la mécanique céleste 1 (1896), S. 48. 


a rt », i 
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| fe i i: eal —3) 1 : Ke 


b if 
die sich also von der in der Nr. 9 betrachteten nur dadurch unterscheidet, 


M r 
dak Gil an die Stelle von M getreten ist. Wir nehmen nun ein 7’ <r 
Wie is 


lie 
und setzen 


dann konvergiert die Reihe y, die ja die fiir € = 0 verschwindende Lésung 
der Hilfsdifferentialgleichung (9*) darstellt, fiir das Gebiet 


(x) Be | eusalae ae ora) 
|e | <r’. 

Diese Reihe hat, wenn man sie nach Potenzen von é und yu ordnet, lauter 
positive Koeffizienten und diese sind, wie man sofort tibersieht, nicht 
kleiner als die absoluten Werte der entsprechenden Koeffizienten der 
Reihe, die aus (5*) durch Umordnen nach Potenzen von é und yu hervor- 
geht. Daraus folgt also die unbedingte Konvergenz der so umgeordneten 
Reihe (5*) fiir das Gebiet (), d.h. die fiir € = 0 verschwindende Losung 7» | 
unserer Differentialgleichung (2*) ist auch als Funktion des Parameters yu 
fir hinreichend kleine Werte von wu holomorph. Natiirlich gilt der ent- 
sprechende Satz auch, wenn y(&, 7) mehrere Parameter (4, pg, - - - ent- 
halt und ftir hinreichend kleine Werte dieser Parameter holomorph ist. 

Wir betrachten nun zuvorderst den Fall regularer Anfangswerte, 
d. h. 2, Yo Sei ein Wertepaar, in dessen Umgebung f(x, y) holomorph ist. 
Es mége X in der Umgebung von a, Y in der Umgebung von yp so an- 
genommen werden, da’ f(x,y) auch noch in der Umgebung von x = X, 
y = Y holomorph ist. Das Integral von (4), das in der Umgebung von 
x = X holomorph ist und fiir z = X den Wert y = Y annimmt, bezeich- 
nen wir mit 

Wie wie Nay) 
Setzt man jetzt 
a=E+ XX, y=n+y, 

so gentigt » der Differentialgleichung 


1G 4+Xnt+Y), 


deren rechte Seite in der Umgebung von €=0, X =%, Y = Yo holo- 


morph ist, und die Lésung y, die fir € = 0 verschwindet, 


RLS AS i Nee ON ce i ae Sis 
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d BS es a ) 

ist als Funktion von € in ree Senna von € = 0, und nach dem oben 
bewiesenen Satze als Funktion’ der Parameter X, Y in der Umgebung von 
X=%, Y =y, holomorph. Also ist 7 nach positiven ganzen Potenzen 


von z— X, X— 2, ¥ — yp entwickelbar und demnach y = F(x; X, Y)- 


_ in der Umgebung von x = X, X = 2), Y = yy holomorph. Wegen 

o— X = 42, —(X—2,) 
ergibt sich, da8 das Integral y = F(z; X,Y) als Funktion der 
drei Veranderlichen 2, X, Y holomorph ist, wenn x und X in 
der Umgebung von a, Y in der Umgebung von y gelegen ist. 
Sind «,,y, singulare Anfangswerte, etwa so beschaffen, da8 


4 
in der Umgebung von z = 21, y = 
f(z, y) g g ny Yi; 
holomorph bleibt, ohne fiir «=z, unabhangig von y zu verschwinden 

(vgl. Nr. 10), dann hat die Differentialgleichung 


dx 1 


#(%,, y,) unendlich wird, aber 


I ee ee 
i. dy ~ fly) 
ein in der Umgebung von y = y, holomorphes Integral 
«= GY; Y1, 2), 


das fir y = y, den Wert « = x, annimmt. Liegt dann X in der Umgebung 


i 
von x,, Y in der Umgebung von y,, so da& -—— auch noch in der Um- 


f(x, y) 
gebung von x = X,y = Y holomorph ist, so wird das Integral 
(11) t=G(y; Y, X) 


von (1), das fir y = Y den Wert x = X annimmt und in der Umgebung 
von y = Y holomorph ist, eine in der Umgebung von y= y,, Y = y,, 
X = 12, holomorphe Funktion der drei Veranderlichen y, X, Y sein. Dar- 
aus ergibt sich durch Inversion der Gleichung (II), daB y in der Umgebung 
von 7 =2,, X =2,, Y=y,; algebroides Verhalten zeigt. Ein 4hn- 
licher Schlu8 gilt auch fiir ein Integral, das in = 2, unendlich wird, in 
der, Umgebuns van. 2 = 1,, X == x, \Yj= oo. 

Wir machen nun Gebrauch von diesen Ergebnissen, indem wir die 
folgende besonders in der Angewandten Mathematik wichtige Frage be- 
handeln. 

Fir den Fall regularer Anfangsbedingungen 2, yp) haben wir gesehen, 
da8 es ein und nur ein in der Umgebung von z = a, holomorphes Integral 
gibt, das fiir 7 = 2 den Wert y = yy) annimmt. Wird man etwa durch 
‘eine Aufgabe der Angewandten Mathematik auf eine Funktion gefiirt, 
die der Differentialgleichung geniigen und fir «= 2, den Wert y = ¥% 
annehmen soll, so wird man nicht von vornherein sagen kiénnen, dab die 
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gesuchte Funktion in der Umgebung von x = xz, gerade holomorph sein 
mu. Es kénnten also Zweifel entstehen, ob die von uns angegebene Losung 
F (23%, Yo) auch wirklich die gesuchte Funktion darstellt. Es fragt sich 
also: gibt es etwa neben dem holomorphen Integral F(x; 29, yy) noch 
nichtholomorphe Lésungen der Differentialgleichung (1), die dieselben 
reguliren Anfangshedingungen erfiillen ? 

Um diese Frage zu entscheiden, betrachten wir ') jetzt wieder zwei 
von x unabhangige Veranderliche X, Y, so dai | X —2z,\ und | Y — yy | 
hinreichend klein sind. Das in der Umgebung von x = X holomorphe 
Integral 
y = F(a; X,Y) = Y + e(e4— X)+ o(4 — XP 4 ---, 
das fir «= X den Wert Y annimmt, ist nach dem Vorhergehenden als 
Funktion von x, X, Y in der Umgebung von x= X, X=%, Y=yYp 
holomorph. Bedeutet « einen Wert, der in der Umgebung von 4%, liegt, 
und y den entsprechenden Wert von F(x; X, Y), so gibt es nur ein in der 
Umgebung von x holomorphes Integral der Differentialgleichung (1), 
das im Punkte x gleich y wird, namlich F(z; X, Y); wir kénnen also sagen, 
da das in der Umgebung von z holomorphe Integral, das im Punkte x 
gleich y wird, im Punkte X den Wert Y annehmen muf. JD. h. aber, es 
ist identisch 

Y = F(X; 2, y), 
wenn in dieser Gleichung y = F(x; X, Y) gesetzt wird. 

Durch die Gleichung 

(IIT) z= I(X; 4, y) 
fiihren wir nun in die Differentialgleichung (1) an Stelle von y die neue Ver- 
anderliche z ein. Da nach dem Vorhergehenden aus dieser Gleichung auch 
umgekehrt 

(IV) y = F(x; X, 2) 
folgt, so haben wir 

dy OF (x; X, 2) a Oa Xs 2) da. 


ax uh Ox O2 dx’ 
die transformierte Differentialgleichung lautet also 
cea rc, MNGi 


(la) Re + He, Fler; X, 2). 
Fir z = Y ist das durch (IV) dargestellte y eine Lésung der Differential- 
gleichung (1), also lefert z = Y auch eine Liésung von (1a), und zwar ist 


Pantoas z 4 : : dz k 
fiir diese Losung, da Y von x unabhingig sein soll, Paes 0, und folglich 
We 


1) Siehe Painlevé, Legons sur la théorie analytique des équations différen- 
tielles (1897), S. 395; vergl. Horn, Differentialgleichungen, Sammlung Schubert L 
(1905), S. 29. 
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0d F(x; X, Y 
0 = — es FG (ar aXe Wa!) 


Diese Gleichung ist fiir alle Werte Y in einer gewissen Umgebung der 
Stelle yp identisch erfillt; wir kénnen sie also auch hinschreiben, indem 
wir den Buchstaben z an die Stelle von Y setzen. Es ist also fiir alle z 
in einer gewissen Umgebung von y, 

O F(a; X, 2) ; 

Sa ae i erg f(z, F(a; x; Z)), 

d. h. die Differentialgleichung (1a) vereinfacht sich zu 

ge OS) 


0= 


AP) dx OZ sel 
Nun ist aber 
also ist 
: CHC DGS) 
ee 


fir «= X gleich Eins; diese partielle Ableitung verschwindet demnach 
nicht identisch. Mit Cena der Bezeichnung, z fiir Y, ist also 


0 H(x; X, 2) 
Oz 
nicht identisch Null und die Gleichung (1b) vereinfacht sich folglich zu 
dz 


Diese Gleichung ist erfillt fiir jedes durch (I11) gegebene z, wenn fiir y 
eine Lésung der Differentialgleichung (1) gesetzt wird, d. h. wenn sich aus 
. Yaa BX: x, Y); 
oder was dasselbe heiBt, aus 
ke F(a; X, Z) ; 
y als Lésung der Differentialgleichung (1) ergeben soll, so muf z der Glei- 
chung (1c) geniigen, also konstant sein. Dabei miissen aber natiirlich x 
in der Umgebung von X und y, z in der Umgebung von Y liegen. Ist nun 
y = p(x) irgend eine Lésung von (1), die fiir = X den Wert y = Y 
in der Weise annimmt, daB, wenn x in der Umgebung von X liegt, auch 
in der Umgebung von Y verbleibt, so ist die entsprechende Lésung 
z= F(X; x, p(@)) 
von (1b) wohldefiniert und konstant. Da aber fir 2 = X 
o(X) = Y-und F(X; X,Y) = Y 
ist, so ist dieser konstante Wert von z gleich Y. Es ist also 
Y = F(X; 2, p(2)), 
oder 
p (2) = F(x; X, Y) 
d. h. w(x) ist mit dem holomorphen Integral identisch. 


( | 
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Wenn die Liésung y = (x) fir = X sich dem Werte y = Y zwar 
unbegrenzt annihert, aber nicht die Bedingung erfillt, da8 einem 2-Werte 
der Umgebung von X stets auch ein y-Wert der Umgebung von Y entspricht, 
so kann (x) von dem holomorphen Integral verschieden sein, wie das 
folgende auf Fuchs*) zurtickgehende Beispiel zeigt. Wir nehmen f(z, y) 


2 
= — ot, also die Differentialgleichung 
2 
Te Sb 
CER 


die in der Umgebung von x = Xp, wo X, + 0 ist, holomorphe und fir X, 
verschwindende Lésung ist y = 0. Schreiben wir die Differentialgleichung 
aber in der Form 


WO Ae 
no eae 
so folgt durch Integration 
4 
Ye Noga aa Cr 


wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet. Die holomorphe Lésung y = 0 
entspricht dem Werte C = oo. Es kann aber auch fir einen endlichen 
Wert von C der Wert von y, der dem x = X entspricht, beliebig nahe 
an die Null herangebracht werden, indem man z hinreichend oft den Punkt 
x = 0 umkreisen la8t, wodurch ja |log2+C| gréBer gemacht werden 
kann als jede beliebige positive Gréfe. Diese Bemerkung ist fiir die Ange- 


wandte Mathematik nicht ohne Bedeutung, da man ja in den Anwen- 


dungen haufig nicht scharf zu unterscheiden imstande ist, ob eine GréBe 
einen gewissen Wert wirklich annimmt oder ihm nur beliebig nahekommt. 


13. Analytische Fortsetzung. 


Wir denken uns das den reguléren Anfangswerten x = 2, ¥ = Yo 
entsprechende, in der Umgebung von # = 2» holomorphe Integral 
¥Y = F(X; Lo Yo) = Yo + O(% — Xo) + Ca(@— Xp)* + --- 
der Differentialgleichung (1) hergestellt. Die durch die Cauchysche Majo- 
rante gelieferte Konvergenzgrenze (Nr. 9, S. 33) 


b 
|z—a%|<o=a rail 
liefert — wie wir bemerkt haben — nicht den genauen Konvergenzkreis 


1) Fuchs, (1886) Werke II, S. 410ff.; vel. Picard, Traité d’Analyse II (1908), 


S. 360. 


a 
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der Reihe F(x; 2, Yo): _ Um diesen zu finden, kann man auf das Verfahren 
_ von Cauchy-Lipschitz zuriickgreifen. Betrachten wir nimlich den Kreis 
_ Kmit dem Mittelpunkt xo, dessen Halbmesser der kleinere der beiden Werte a 


iy. 1a 
und Mu ist, und einen beliebigen Punkt xz, der im Innern von K liegt, so 


kann man sich x mit % durch eine stetige Kurve, z. B. einen Halbstrahl 
: verbunden denken und, wenn © das Azimut dieses Halbstrahls bedeutet, 
durch die Gleichung : 
i t=e ™ (4 — x) 
die neue Nerandlerliohs t in die Differentialgleichung einfiihren, die dann 
offenbar reelle Werte annimmt, wenn x auf jenem Halbstrahl verbleibt. 
Man kann dann ohne weiteres auf die so umgeformte Differentialgleichung 
das in der Nr. 3 auseinandergesetzte Verfahren von Cauchy-Lipschitz 
anwenden, um ein Integral herzustellen, das fiir 7 = x, den Wert y, an- 
-nimmt; das Eingehen komplexer GroSen bereitet — solange die Verander- 
liche reell bleibt —keinerlei Schwierigkeiten. Man findet auf diese Weise *) 
fir jeden Wert x innerhalb von K einen zugehérigen Integralwert y; und 
_ da nach den Ergebnissen der Nr. 4 auf dem Halbstrahl (z), x) nur eine 
Lésung der Differentialgleichung existiert, die fir «= 2 den Wert y, 
annimmt, so kann der so gefundene Integralwert y von dem Werte des 
holomorphen Integrals F(x; 2, yp) nicht oie sein. Der Kreis K, 


dessen Halbmesser der kleinere der Werte a ist, hat also die Eigenschaft, 


’M 
da8B in seinem Innern die Reihe F (x; x, yo) konvergiert 7); auf seiner 
Peripherie kann dann entweder ein Wert «x liegen, fiir den die Reihe 
F'(a@; 2, Yo) nicht mehr unbedingt konvergent ist, oder doch ein Wert a, 
dem ein solcher y-Wert entspricht, da& fiir dieses Wertepaar x,y die 
Funktion f(x,y) aufhért, holomorph zu sein. Einen solchen x- Wert 
bezeichnen wir als einen singulaéren Punkt des Integrals F(x; 2, y9) 
der Differentialgleichung (4). 

Man kann natiirlich auf jedem einzelnen der von x) ausgehenden 
Halbstrahlen die Gauchy-Lipschitzsche Methode bis zu dem nachstge- 
legenen singuléren Punkte des Integrals, der auf diesem Halbstrahle liegt, 
ausdehnen und erhalt auf diese Weise cine Darstellung der Lésung, die 
nicht nur in dem Kreise K, sondern in einem K enthaltenden Bereiche B 
konvergiert, der die folgende Beschaffenheit hat: 

Man denke sich auf jedem von 2) ausgehenden Halbstrahl den zu 
Fo) 00 nachsten gelegenen singuléren Punkt markiert und betrachte den 


5) vere Picard, Traité d’Analyse II (1905), S. 353. 
2) Man sieht J itore daB dieser Halbmesser stets gréBer ist, als die durch 


die Cauchysche Majorante gelieferte Konvergenzgrenze g@. 
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zwischen diesem Punkte und dem Unendlichen gelegenen Teil des Halb- 
strahls als einen Schnitt. Den nach Aussonderung dieser Schnitte 
verbleibenden Teil der Ebene nennt Mittag-Leffler den zu dem Punkte 2, 
gehorigen Stern. Dieser bildet den Bereich B, innerhalb dessen das Ver- 
fahren von Cauchy-Lipschitz die Darstellung der Lésung unserer Diffe- 
rentialgleichung liefert. 

Vom Standpunkte der Funktionentheorie und auch von dem der 
Anwendungen aus erweisen sich die Entwicklungen einer Funktion in 
Potenzreihen als die wichtigsten und brauchbarsten. Diese Entwick- 
lungen konvergieren nach Cauchy stets in einem Kreise, der bis zu dem 
nachstgelegenen singularen Punkte reicht. Das ist auch der tiefere Grund 
dafiir, daf’ man in der Theorie der Differentialgleichungen der Einfiihrung 
komplexer Veranderlichen nicht entraten kann. Denn hat man z. B. die 


A 


einfache Funktion (ge und entwickelt sie nach Potenzen von 2, so ist, 


solange man sich auf reelle Werte von x beschrankt, nicht einzusehen, 
weshalb diese Entwicklung nur fiir Werte von x zwischen —-1 und + 14 
konvergiert. Erst die Betrachtung von z als komplexe Veranderliche zeigt, 
da® auf der Peripherie des Kreises | x | = 1 die singularen Stellen « = +1 
unserer Funktion legen, und damit hat man nach dem Satze von 
Cauchy den wahren Grund fir die Beschranktheit des Konvergenz- 
bereichs der nach Potenzen von «x fortschreitenden Reihe gefunden. 

Wir gehen nunmehr auf die in der Umgebung von x = x, konvergente 
Reihe F(x”; 2, yo) zurick und stellen uns die Aufgabe, die Natur der 
durch diese Potenzreihe definierten monogenen Funktion zu erforschen. 

Zunachst folgt aus dem Prinzip der analytischen Fortsetzung *). 
da®B die aus der Reihe F(x; 2%, yp) durch Fortsetzung entstehenden Reihen 
ebenfalls der Differentialgleichung (1) geniigen, wenn man sich f(z, y) 
als Funktion von x auf demselben Wege fortgesetzt denkt. Ist z. B. f(x, y) 
eine eindeutige Funktion von x und y, etwa eine rationale Funktion von y, 
mit in x eindeutigen Koeffizienten, so geniigt die gesamte aus 
F(x3%, Yo) entspringende monogene Funktion der Differential]- 
gleichung (4). 

Daraus ersieht man, da’ sich in diesem Falle vermége der Differen- 
tialgleichung (1) die analytische Fortsetzung der Reihe F(x; 2%, Yo) im 
folgender Weise vollziehen laBt: 

Da eine aus F(x; 2, y9) durch Fortsetzung entstandene Reihe 
(2 —a) ebenfalls der Differentialgleichung geniigt, so stellt diese Reihe, 
wenn in der Umgebung der Stelle x = z, eS $0) die Funktion /(z, y} 
ae ist, das eindeutig bestimmte in der Umgebung von w= @ 


ered: etwa Osgood, Funktionentheorie, 8. 450. 
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. holomorphe Integral von (4) dar, das fiir « = % den Wert $3 (0) annimmt; 


man kann sich also zur Herstellung von %(2—2Z) dieser Eigenschaft 
bedienen, und hat demnach auf dem Wege der analytischen Fortsetzung 


nur den Wert 7 = $(0) zu ermitteln. Der Fall, da8 in der Umgebung 


Fe 


eines solchen, auf dem Wege der analytischen Fortsetzung sich ergebenden 
Wertepaares x = x, y = y die Funktion f(x, y) holomorph bleibt, ist der 


_allgemeine. Es kann namlich, da das Integral in der Umgebung von 2 = % 


holomorph ist, die Ableitung von y nach x keinesfalls unendlich werden, 


_ dagegen kann es sich ereignen, daf f(x, y) fir «=z,y = y den Wert 


0 


0 
_ der Ableitung in unbestimmter Form (etwa =) erscheinen Jaft, daB aber 


_ trotzdem fir ein soleches Wertepaar das Integral, das fir «=z gleich 
_ y wird, in der Umgebung von % holomorph bleibt. 


So hat z.. B. die Differentialgleichung 


us) di” 2—& 
die in der Umgebung von x holomorphe Lésung 
Ure 7] “NS (x rey L), 
wo c eine beliebige Konstante bedeutet, und die Lésung nimmt fiir 7 = & 
den Wert y an. Daf es hier unendlich viele holomorphe Integrale gibt, 


die die vorgeschriebenen Anfangsbedingungen erfiillen, hegt daran, daB 


die Anfangswerte s = z, y = y keine regularen sind. Der Punkt «=z 
wird im Sinne unserer Definition (siehe oben S. 47) als singulérer Punkt 
des Integrals y der Differentialgleichung () zu bezeichnen sein, obwohl 
er kein singularer Punkt der Funktion y ist. Man spricht in diesem Falle 
von einem au®erwesentlich singularen Punkt des Integrals (vgl. 
weiter unten, Nr. 38). 

Die Fortsetzung der Reihe F(x; 2%, y 9) mit Hilfe der Differential- 
gleichung (1) gibt also, soweit der Holomorphiebereich von f(z, y) 
reicht, dieselben Ergebnisse, wie die nach den iiblichen Methoden aus- 
gefiihrte analytische Fortsetzung.. Wir wollen nun dazu iibergehen, die 
verschiedenen Falle zu erértern, die zu Singularitaten der aus der Reihe 
F (x; %, Yo) entspringenden monogenen Funktion Veranlassung geben 
konnen. 


14. Feste und verschiebbare singuliire Punkte. 
Der Satz von Painlevé. 


Der einfachste Fall ware der, wo die Reihe F(x; 2%, yy) bestandig 
konvergiert, wo also im Endlichen tiberhaupt keine singulare Stelle vor- 
handen ist. Lassen wir diesen beiseite, so haben wir fiir F(x; Xp, Yo) 


Sehlesinger, Differentialgleichungen,. 4 
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und ebenso fiir jede aus dieser Reihe durch analytische Fortsetzung ent- 
stehende einen endlichen Konvergenzhalbmesser, der im allgemeinen 
einerseits von der Natur der Funktion f(x,y), andererseits aber auch 
von den Anfangswerten 2%, yy abhangen wird. 

Es kann dann vorkommen, daf auf dem Konvergenzkreise der Reihe 
F(x; %, Yo) oder einer aus ihr durch analytische Fortsetzung entstandenen 
Reihe ein singulérer Punkt x liegt, fiir den die Funktion f(z, y) selbst 
aufhért holomorph zu sein. Um die Vorstelllung zu fixieren, nehmen wir 
an, da® f(z, y) eine rationale Funktion 


g (2, y) 
ee itera) | 
von y sei, wo also g(a, y), h(x, y) ganze Funktionen von y ohne gemein- 
samen Teiler bedeuten mégen, 
g(a, y) ra g(x) te ay (X) y Shine) er a,(2) y", 
A(x, y) = Bola) + Bile) y + +--+ Bm) y™; 
die Koeffizienten a,(x7), 6,(x) modgen beliebige monogene Funktionen 
von x sein. Dann sind in Betracht zu ziehen: ; 
4. diejenigen z-Werte, fiir die eine oder mehrere der Funktionen 
a,(x), 6,(z) eine Singularitaét darbieten; 
2. die «-Werte, fiir die die Nennerfunktion h(z, y) unabhangig 
von y verschwindet ; 
3. die Wertepaare z,y, fiir die Zahler und Nenner von f(a, y) 
gleichzeitig verschwinden, 
g(a, Yy) a 0, A(x, y) Se 0, 
deren «-Werte also der durch Elimination von y zwischen diesen 
beiden Gleichungen hervorgehenden Resultantengleichung ge- 
nugen mussen. 

Um auch die Falle mit zu umfassen, wo die Funktion y selbst unendlich 
wird, stellen wir der Differentialgleichung (1) sogleich die Differential- 
gleichung (12) (Nr. 11, S. 39) 

(A). er TAC 


vs 


‘ 4 
an die Seite, die aus (4) durch die Transformation z Te hervorgeht ; 


f(z, 2) ist wieder eine rationale Funktion von z. Wir haben dann weiter 
als singulére Punkte anzusehen: 
4. Punkte, fiir die die Nennerfunktion von /,(%, 2) unabhangig 
von z verschwindet, und 
5. a-Werte, fiir die Zahler und Nenner von f,(x, 0) gleichzeitig 
verschwinden, falls solehe vorhanden sind. 


es 
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Diesen Punkten reiht sich unter Umstanden noch der Punkt x = an; 
um festzustellen, wie sich f(x,y) und },(x,z) fiir 2 = co verhalten, hat 


; ba Tee 4 
man in den Differentialgleichungen (1) und (1*) ¢=-— als neue unab- 
x 


hangige Veranderliche einzufiihren und fir die transformierten Gleichungen 
den Punkt ¢ = 0 zu untersuchen. 

Die Punkte der eben aufgezahlten Arten — wir wollen sie generell 
mit € bezeichnen — sind im allgemeinen singulare Stellen aller Integrale 
von (1); sie konnen aus der Form der Funktion f(z, y) unmittelbar abge- 
lesen werden und haben mit den Anfangswerten 2, yy) des gerade be- 
trachteten Integrals nichts zu tun. Wir nennen sie die festen Singulari- 
taten, oder die singuléren Stellen der Differentialgleichung. 

Hat man z. B. die Differentialgleichung 

PY fox) eB 
dx (w — &)?? 
aus der sich 
1 
y = const. e *-§ 
ergibt, so ist der Punkt é eine solche feste Singularitat der oben unter 2. 
beschriebenen Art. Das gleiche gilt fiir x = 0 in dem Beispiel 


dy _ V2y 


dase ae 
dessen Lésung die Form hat: 

y = const. 2! 
Man sieht an diesen beiden Beispielen, da’ die Losung einer Differential- 
gleichung (4) in einem solchen festen singuléaren Punkte nicht algebroid 
zu sein braucht, sondern daselbst. eine transzendente Singularitat auf- 
weisen kann. 

Wir wollen der Einfachheit zuliebe alle verwickelteren Falle, wie die, 
da die festen singularen Punkte Linien oder Flachenstticke der «-Ebene 
tiberall dicht erfiillen, ausschlieSen und annehmen, dafi diese Punkte 
isoliert liegen. Sie mégen dann durch kleine, sie umgebende Kurven 
aus der a-Ebene ausgeschnitten, und diese Kurven durch Querschnitte an 
den Punkt « = oo angeschlossen werden. Die so entstehende einfach zu- 
sammenhangende Flache bezeichnen wir mit 7. Wir fragen nun nach dem 
Verhalten der aus der Reihe F(x; 2%, yo) durch analytische Fortsetzung 
entspringenden Integralfunktion ®(x; x, yo) im Innern von T. 

Wenn wir bei der Fortsetzung unserer Reihe F(x; a, Yo) auf einem 
bestimmten Wege bei einem in der Flache 7 gelegenen Wert x = 2, an- 
langen, und es ergibt sich in diesem Punkte 2, fiir die Integralfunktion 
P(x; x, yo) ein bestimmter endlicher oder ‘unendlich grofer Grenzwert 

4* 
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hm D(x; %, Yo) = Yu 


go ist wieder eine Reihe von Fallen zu unterscheiden: 

4a. Bildet 2x,, y, ein Wertepaar, in dessen Umgebung f(z, y) 
holomorph ist, so gehért der Punkt x, dem Innern des Konvergenz- 
kreises eines Elements der Funktion ®(x; 4%, yo) 1) an, 2, ist also 
ein Punkt des Holomorphiebereichs oder ein regulaérer Punkt dieser 
Funktion. 

2a. Ist y; = oo und verhilt sich f,(z, z) in der Umgebung von 
x= %,,2=0 holomorph, so hat das Element der Funktion 
@O(x; Xp, Yo), Zu dem wir auf unserem Fortsetzungswege gelangt 
sind, nach den Ergebnissen der Nr. 11 in x, einen Pol. 

3a. Ist y, ein endlicher Wert und wird f(z, y) fiir das Werte- 


1 
paar 2, y, unendlich, so dah eo holomorph bleibt und fiir z = z, 


nicht unabhaéngig von y verschwindet, dann hat unser Funktions- 
element in 2, einen algebraischen Verzweigungspunkt. 
4a, Ist y, = coo und wird f,(x, z) fir = 2,, z = 0 unendlich, 


1 

so da’ an holomorph bleibt, ohne fir x = z, unabhangig von z 
Te) 

zu verschwinden, dann hat unser Funktionselement in x = x, eine 

algebraische Unendlichkeitsstelle. 


In allen diesen vier Fallen verhalt sich das Integral ® (x; 2», yp) 
in der Umgebung der Stelle z, von T algebroid, hat aber in den Fallen 
2a, 3a, 4a in x, eine Singularitét. Der singulére Charakter einer solchen 
Stelle x, geht aber aus der Natur der Funktion f(z, y) nicht ohne weiteres 
hervor; er wird vielmehr z. B. im Falle 3a dadurch bedingt, daf y, eine 
Wurzel der Gleichung 

th(24, y= 0 
ist. Durch geeignete Abanderung der Anfangswerte 2, Yo lieBe es sich 
erreichen, dab das entsprechende Integral in x, einen endlichen Wert y; er- 
halt, der der Gleichung h(x,, y) = 0 nicht mehr geniigt; dieses Integral 
ware also in der Umgebung von x, holomorph. Oder anders ausgedriickt: 
Bedeutet x einen beliebigen Punkt der Flache T, so hat die Gleichung 

h(x, y) = 0 
eine gewisse endliche Anzahl von einander verschiedener Wurzeln 
13) Ner-- +> Mn: Die Integrale von (1), die die singuléren Anfangsbedin- 
gungen z= x,y = n, erfiillen, haben in x = z einen algebraischen Ver- 
zweigungspunkt; es kann also jeder beliebige Punkt a von T als 


1) Unter einem Element der Funktion @(x; 2, yo) verstehen wir die Reihe 
F(a; a, Yo) Oder eine aus ihr durch analytische Fortsetzung entstandene. 
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algebraischer Verzweigungspunkt eines oder mehrerer Integrale von (4) 
fungieren. Man nennt darum einen solchen singularen Punkt nach 
Fuchs einen mit den Anfangswerten verschiebbaren. 

Es ware nun noch die Moglichkeit ins Auge zu fassen, da’ man bei der 
Fortsetzung von F(x; 2, yo) einem Punkte xz, der Flache T begegnet, 
in dem die Integralfunktion D(x; x», yo) sich tiberhaupt keinem bestimmten 
Grenzwerte annahert. P. Painlevé hat aber gezeigt*), da® dies ausge- 
 schlossen ist. Er schhe8t folgendermaf8en: 

Wir denken uns das Integral F(x; x, yy) auf einem ganz innerhalb 
T verlaufenden, von x) ausgehenden Wege L fortgesetzt, und es mége 2, 
auf diesem Wege der erste Punkt sein, fiir den es zweifelhaft ist, ob in ihm 
das Integral y = O(x; 2%, yo) sich einem Grenzwert nahert. Es seien 
M1, No -- +>, die von einander verschiedenen Wurzeln der Gleichung 
h(x, y) = 0, dann sind zwei Falle zu unterscheiden: 

1) Es gibt ein positives 6 von folgender Beschaffenheit: schlieBt 
man aus der y-Ebene jeden der Punkte 7,,..., 7, durch einen um ihn 
beschriebenen Kreis mit dem Halbmesser 6, und den Punkt y = oo durch 
den um y = 0 mit dem Halbmesser . beschriebenen Kreis aus, wobei 6 
hinreichend klein zu nehmen ist, und nennt den so entstehenden Bereich 
B;, so mége das Integral y = D(x; x9, yo) in beliebiger Nahe von x¢ = 2, 
Werte annehmen, die in By liegen. 

2) Ein solches 6 existiert nicht. 

Im letzteren Falle la8t sich daher jedem positiven 6 ein positives ¢ 
s0 zuordnen, da& fiir alle Punkte von L, die vor x, liegen und fiir die 
|x—az,| <e ist, eine der Ungleichungen 


1 
ly—m| <4 |y—me1<9,--5 ly—nm| <4, lyl>s 


erfillt ist. Und zwar gilt, da die Abbildung von L auf die y-Ebene durch 
eine stetige Funktion erfolgt, fiir alle in Betracht kommenden Punkte 
von Lnureine bestimmte dieser Ungleichungen. Es hatte also in diesem 
Falle y = O(a; 2, yo) fir x = x, entweder einen der Werte ,,.--, 1m 
oder oo zum Grenzwerte. 
Im Falle 1) dagegen lat sich zeigen, dak y = D(x; x, yp) im Punkte 
z, holomorph ist. Man grenze namlich um + = x, eine Umgebung | x — 2, | 
<ysoab, da, wenn xin dieser Umgebung ee alle Wurzeln der Gleichung 
h(x, y) =0 den Bereichen 


2 
ee ey y—1ml <51y1>5 


2) Siehe Painlevé, Lecons etc. S. 23; vgl. Picard, Traité II (1905), S. 370. 
Im folgenden geben wir den Beweis von Picard in einer von stud. PleSner her- 


riihrenden Fassung wieder. 
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angehéren. Dann hat | h (x, y) | in By eine positive untere Schranke und 
folglich | f(x, y) | ebenda eine obere Schranke M. Schreibt man nun fir 


ein z, das auf L liegt, und dessen Abstand von x, kleiner ist als als An- 


fangswert eines Integrals einen y-Wert vor, der dem Bereiche By angehért, 
so wird z. B.der Cauchysche Konvergenzradius dieses Integrals oberhalb 
einer angebbaren, positiven Schranke w liegen. Setzt man @®(az; x, yo) 
langs L analytisch fort und wahlt einen Zwischenpunkt 2, dessen Abstand 
von 2, kleiner ist als die kleinere der Gré8en 4 y und mw, und fir den der zu- 
gehorige Integralwert dem Bereiche B, angehért, so fallt x, in denzudiesem 
z-Werte gehérigen Cauchyschen Konvergenzkreis, das betreffende Integral 
ist also in z, holomorph. Solche z-Punkte existieren aber nach dem Vorher- 
gehenden fiir unser Integral O(x; x», yy) stets, und damit ist der Beweis fiir 
unsere Behauptung geliefert. Wir haben also den Satz von Painlevé: 

Innerhalb der Flache 7 verhalt sich jedes Integral der 
Differentialgleichung (1) algebroid; die verschiebbaren singu- 
laren Stellen eines solchen Integrals kénnen also nur Pole 
oder algebraische Verzweigungspunkte sein. 

Den grundsatzlichen Unterschied zwischen festen und mit den Anfangs- 
werten verschiebbaren singularen Punkten hat zuerst (1884) Fuchs her- 
vorgehoben +), nachdem schon frither M. Hamburger?) das Auftreten 
von verschiebbaren Singularitéten an Beispielen gezeigt hatte. Ein ein- 
faches Beispiel ist die net 
deren allgemeines Integral der de: 

x + y* = const. 
geniigt. Soll fiir einen von Null verschiedenen Wert 2 von x, y = 0 sein, 
so wird 
y = Vat — 2. 
Da fiir y = 0 die Nennerfunktion h (x, y) verschwindet, hat man es hier 
mit dem in der Nr. 10 behandelten Falle zu tun, und in der Tat ergibt 
sich in der Umgebung von x = a eine Entwicklung von der Form 
Yy = (% — ap)" (bg + O,(2— %) + -*-), 
die nach gebrochenen Potenzen von x — 2, fortschreitet. 


1) Fuchs, Werke II, S. 355. 
*) M. Hamburger, Crelles Journal, Bd. 83 (1877), S. 186. 
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15. Differentialgleichungen mit festen Verzweigungspunkten. 
Riceatische Differentialgleichung. 


Bei der analytischen Fortsetzung eines durch regulare Anfangswerte 
L = Zo, Y = Yo bestimmten Integrals der Differentialgleichung (1) geben 
die innerhalb der Flache T gelegenen verschiebbaren Verzweigungspunkte 
zu besonderen Schwierigkeiten Anla8. Denken wir uns ndmlich, es ware 
das Verhalten der Integrale in der Umgebung der festen Singularitaten & 
bekannt, dann wiirde hierdurch, wenn innerhalb T keine singularen Stellen 
vorhanden waren, der analytische Charakter der Integrale in der ganzen 
z-Ebene bekannt sein. Die Wertanderungen, die ein Integral bei der Fort- 
setzung auf einem beliebigen Wege erfahrt, waren auch in dem Falle durch 
das Verhalten in der Umgebung der ausgeschlossenen x-Werte vollkommen 
bestimmt, wenn die Integrale innerhalb T zwar noch Pole, aber keine 
-Verzweigungspunkte besafen, d. h. wenn die Integrale innerhalb 7 den 
Charakter rationaler Funktionen zeigten. Es wird also jedenfalls 
diejenige Klasse von Differentialgleichungen der Form (1) als die einfachste 
zu gelten haben, fiir die dieser Fall eintritt, deren Integrale also keine 
mit den Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen. 
Die Frage nach den Differentialgleichungen erster Ordnung von 
dieser Beschaffenheit hat Fuchs‘) zuerst formuliert und erledigt, und 
zwar in dem allgemeinen Falle, wo ee nicht als rationale, sondern als 
implizite algebraische Funktion von y gegeben ist. Indem wir diese Frage 
zunachst in dem Falle einer Differentialgleichung von der Form (1), wo 
f(a, y) eime rationale Funktion von y bedeuten moge, zu beantworten 
suchen, werden wir zu einer hervorragend wichtigen und interessanten 
Klasse von Differentialgleichungen gefiihrt werden. Wir betrachten also 
wieder die Differentialgleichung (1) 
g(x, y) 
ie Sieg): 
und es sei 2 ein beliebiger innerhalb T gelegener Punkt. Es seien ferner 
by, by, ---, 6, die Wurzeln der algebraischen Gleichung 
(14) h(x, y) = 9; 
dann werden diejenigen Integrale von (1), die fiir x = x cinen der Werte 
b, annehmen, nach den Ergebnissen der Nr. 10 in 2 einen Verzweigungs- 
punkt besitzen. 
Wenn wir also erreichen wollen, da8 die Integrale der Differential- 
gleichung (1) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen, so wird 


1) Rive is, 1884, Werke II, S. 355. 
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zunachst ') die Gleichung (14) fiir keinen Wert 2, eine endliche Wurzel 
haben diirfen, d.h. es mu8 A(z, y) von y unabhangig, also eine Funktion 
von z allein sein. Diese denken wir uns in die Koeffizienten von g(z, y) 
einbezogen, die Differentialgleichung hat also notwendig die Gestalt: 


d 
Fe = BG, Y) = a(t) + (x) y + ++ ++ n(x) yr. 

Es kann nun noch ein willkiirlicher Punkt x) der Flache 7 als Ver- 
zweigungspunkt eines Integrals fungieren, wenn dieses Integral fiir x = x, 
unendlich wird. Setzen wir also wie in der Nr. 14 


— Ai 
y EL, Z ? 
so wird auch in der Differentialgleichung fir z 
T= 88 (5) = — ale) A (0) 24 (2) 
4 
Mig 2) ara On ON eee 


die rechte Seite eine ganze rationale Funktion von z sein miissen, d. h. 
es muB 

hei Cyne oes kgs (cE Yee) 
sein. Die Form der Differentialgleichung (1) 


d 
(15) i = Molt) + a(x) y + p(s) y? . 


ist also notwendig, aber offenbar zugleich hinreichend dafiir, daB die 
Integrale keine mit den Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungs- 
punkte besitzen; man bezeichnet eine Differentialgleichung von der Form 
(15) gewohnlich als Riccatische 2). ; 


Die singularen Stellen € dieser Differentialgleichung sind die singu- 
laren Punkte der drei Koeffizienten ay (x), a,(x%), a, (x), denen sich im 
allgemeinen noch der Punkt x = oo hinzugesellt. SchlieBen wir diese 
aus und legen dann die Querschnitte nach dem unendlich fernen Punkte 
hin, so sind in der so entstehenden einfach zusammenhangenden Flache T 
die Integrale eindeutig, kénnen daselbst aber noch Pole besitzen, deren 


1) Vergl. fiir das folgende nebst Fuchs a. a. O. noch Picard, Traité II (1905), 
§. 373; Painlevé, Legons, S. 23. 
2) Conte Jacopo di Riccati behandelt (Acta eruditorum, 1723, S. 502— 
514 und Supplementum VIII, 1724, 8. 68—73) eine Differentialgleichung, die Daniel 
Bernoulli (ebenda, 1725, S. 473—475) auf die Form 


a ts 


reduziert (vergl. auch L. Euler, Instit. calc. integralis I, art. 436ff., Opera, ser. [, 
vol. 11, S. 276ff.), und die offenbar einen speziellen Fall von (15) darstellt. 


wet 
at 
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Lage von der Wahl der Anfangswerte abhangt. Verlangen wir auch noch, 
_ da solche verschiebbare Pole nicht vorhanden sein sollen, so darf fiir einen 
_beliebigen Punkt 2 von 7 kein Integral y von (1) vorhanden sein, das dort 
~unendlich wird, also kein Integral z von 
= 72 Oy (%) is, 2 0 (£)i— a, (2), 
_ das in der Umgebung von x = 2, holomorphist und fiir 2 = 2, verschwindet, 
_ ohneidentisch Nullzusein. Daraus folgt aber, da® a, (x) fiir jeden Punkt 
yon 7, also identisch verschwinden mu, und diese Bedingung ist offen- 
_ bar auch hinreichend. Die Differentialgleichungen der Form (1), die iiber- 
- haupt keine verschiebbaren singuléren Stellen haben, lauten demnach 


d 
ae Oy (%) + y a, (2), 


d 
d. h. sie sind linear in y und “s 


Fir die allgemeine Riccatische Differentialgleichung kann man aus 
_ der Eigenschaft, daf ihre Losungen innerhalb von T keine anderen Singu- 
‘laritaten als Pole besitzen kénnen, auf die Art und Weise schlieBen, wie 
ein Integral dieser Differentialgleichung von seinen Anfangswerten abhangt. 
Es sei ndmlich x, ein beliebiger innerhalb 7 gelegener Punkt und y, 
ein willkiirlicher endlicher Wert; denken wir uns das Integral F (x; 2», yo), 
das fiir x = 2, gleich y, wird, langs eines ganz innerhalb 7 verlaufenden 
‘Weges nach einem Punkte x fortgesetzt, so wird der sich fiir das Integral 
in diesem Punkte ergebende Wert y nur von x und von den Anfangswerten 
Zor Yo abhéngen. Hs sei x fest, y) dagegen veranderlich, so ist also y eine 
Funktion von y,, die auch noch von x abhangt. Nun ist nach Nr. 12 y eine 
monogene Funktion von yp; es ist aber auch eine eindeutige Funktion 
von yp. Denn bei festem x, ist der Wert der Integralfunktion im Punkte 
x, bei Fortsetzung innerhalb 7, durch den Anfangswert y, eindeutig be- 
stimmt, weil ja in T keine Verzweigungspunkte liegen. Dieser Integralwert 
ist tiberdies fiir jedes y, (auch y) = 00) ein wohlbestimmter endlicher 
Wert oder unendlich gro8, folglich kann diese eindeutige Funktion auch 
keine anderen singularen Stellen als Pole besitzen, sie ist also nach einem 
bekannten Satze der Funktionentheorie') eine rationale Funktion; 
d.h.y ist eine rationale Funktion von y, deren Koeffizienten 
natirlich noch von w abhangen. 
Nun kénnen wir aber (siehe Nr. 12, S. 44) die Gleichung 
y = F (%5 Xo; Yo) 
auch in der Form 
Yo = F (29; 2, y) 
1) Siehe z. B. Osgood, a.a. O. 8. 330, Knopp, a.a. O. S. 186. 
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schreiben. Was wir fiir y als Funktion von y, erschlossen haben, gilt also 
genau ebenso fiir y, als Funktion von y;d.h. es ist auch yp eine ratio- 
nale Funktion von y. 

Wenn aber zwischen zwei verdnderlichen Gréfen eine solche Be- 
ziehung besteht, daf jede eine rationale Funktion der andern ist, so mu 
jede dieser GréBen eine lineare gebrochene oder ganze Funktion der andern 
sein; es ist folglich 


(16) =e = AD—BC +6, 
0 


wo natirlich A, B,C, D noch von x abhangen '). 


16. Form des allgemeinen Integrals. 


. Um die Beschaffenheit der in (16) auftretenden Koeffizienten A, B, 
C, D als Funktionen von x genauer festzustellen, kann man die folgende 
Erwagung anstellen. 
Wir definieren durch ihre Anfangswerte 1, Co, %, Yo im Punkte 
“= 2% vier Integrale y,¢, 0,y der Riccatischen Differentialgleichung. 
Dann ist 


Ano + 8 A Coe ale A} +B 
LO) RLS Cg eh D et See age ay Cae ey 
pe AU one 
6 Cyg + D’ 
Denken wir uns nun die beiden durch die Relation 
At+B 
ip Crew. 

verkniipften Variabeln ¢ und 7 in bekannter Weise durch die Punkte zweier 
geraden Linien reprasentiert, so statuiert diese Relation eine gegenseitig 
eindeutige Beziehung zwischen den Punkten jener Geraden, von der man 
in den Elementen der analytischen Geometrie zeigt, da8 sie die allgemeinste 
projektive Beziehung darstellt. Diese Beziehung ist aber bekanntlich 
dadurch charakterisiert, daB das Doppelverhaltnis von vier Punkten der 
einen Geraden gleich dem Doppelverhaltnisse der vier entsprechenden 
Punkte der anderen Geraden ist. Den vier Punkten 

Unt] 0 Co» Do, Yo 
der t-Geraden entsprechen aber nach (417) die vier Punkte 

-— 7; G v, Y 

der t-Geraden; setzt man also wie tblich einen Wert des Doppelverhalt- 
nisses der vier Punkte », ¢, 4, y, z. B. 


1) Vergl. fiir diese SchluBweise Poincaré, Acta Mathematica, Bd. VII (1885), 
S. 9; ferner Picard, a. a. O. S. 374. 
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Cire Cae Shere 
ae Pan (y, Cin; 0), 


so ist 
(y, ¢, n, O) = (Yo Co Nor Po); 


d. h. der Wert dieses Doppelverhaltnisses ist eine von x unabhangige 
GroBe IL. Aus der Gleichung 


CRIS Sayed es Me 
die ibrigens auch durch Elimination der A, B,C, D aus den Gleichungen 
(17) direkt hervorgeht, ergibt sich nun fiir y der Ausdruck: 


ih (fies 0) Veet RAC AS 7p) 
und wenn man hierin I’ als willkiirliche Konstante ansieht, so stellt dieser 
Ausdruck das allgemeine Integral der Riccatischen Differential- 
gleichung dar. 

Dieses allgemeine Integral setzt sich also rational aus 
drei partikularen Integralen 7, #, € zusammen’). 

Die Formel (48) ist natiirlich mit der Formel (16) vollstandig aqui- 
valent, wahrend hier I als willkiirliche Konstante fungiert, so dort y); 
die Formel (18) la8t aber die Beschaffenheit der in (16) mit A, B, C,D 
bezeichneten Funktionen von x hervortreten. 

Die durch (18) dargestellte Eigenschaft des allgemeinen Integrals 
der Riccatischen Differentialgleichung la8t sich auch direkt in die Eigen- 
schaft dieser Differentialgleichung umsetzen, von der wir ausgegangen 

, waren. In der Tat zeigt die Gleichung (18) unmittelbar, da nur diejenigen 
Werte von x als Verzweigungspunkte des allgemeinen Integrals fungieren 
kénnen, fiir die eine der Funktionen y, ¢, ® eine Verzweigung erfahrt, 
diese sind aber natiirlich mit I’, oder was dasselbe ist, mit dem Anfangs- 
werte yy von y nicht verschiebbar. Uberhaupt hangt die Eigenschaft 
einer Differentialgleichung, nur feste Verzweigungspunkte zu _besitzen, 
aufs engste damit zusammen, ob sich das allgemeine Integral als rationale 
Funktion gewisser partikularer Integrale darstellen la8t. Ist das allgemeine 
Integral rational durch gewisse partikulare Integrale darstellbar, so sind 
die Verzweigungspunkte nicht verschiebbar ; ist es sogar ganz und rational 
durch eine Anzahl partikularer Integrale darstellbar, so sind auch die Pole 
fest 2). Unter den Differentialgleichungen von der Form (1) ist also die 


1) Dieser Satz riihrt von Eduard Weyr her, Abhandlungen der béhm. 
Gesellsch. d. Wissensch. (6), 8 (1875), S. 30; vergl. auch u. a. KGnigsberger, 
Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen (Leipzig 1889), S. 322. 

2) Vel. hierzu Koenigsberger, a.a.O.S. 96ff. und Acta Mathematica, Bd. 
III (1883); S. 1 ff. 
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Riccatische die einzige, deren allgemeines Integral durch gewisse parti- 
kulare Integrale rational dargestellt werden kann '). 
Fir die lineare Differentialgleichung 


(19) eg a4, 
die auch keine verschiebbaren Pole besitzt, mu in dem Ausdruck (46) 
der Nenner Cy, + D sich auf eine Konstante reduzieren, da ja sonst y 
stets so bestimmt werden kénnte, da Cy) + D fir einen beliebigen in T 
gelegenen x-Punkt verschwindet. Das allgemeine Integral von (49) ist 
also eine ganze lineare Funktion der Integrationskonstanten y,; das laBt 
sich in diesem einfachen Falle auch direkt zeigen, indem man das allge- 
meine Integral einer solchen ,,linearen Differentialgleichung erster Ord- 
nung“ durch Quadraturen darstellt 2). Setzt man namlich 
y= we, 
so ergibt die Differentialgleichung: 


d(ue) _— de du 
fps ia tel gai a Coa Gate 


Bestimmen wir nun ¢ so, daf es der Differentialgleichung 
dy 
(20) dx aCe, 
Geniige leistet, so ergibt sich (vgl. Nr. 4, S. 16) nach Division durch 9 und 


Integration 
log ¢ = fa, dx + loge, 


wo ¢ eine willkirliche Konstante bedeutet, also S 


dz 
Cen Ona ne i 


Die Differentialgleichung (20) geht aus (19) hervor, indem man das 
von der unbekannten Funktion unabhangige Glied weglaBt; sie ist eben- 
falls linear, aber zugleich homogen, weil sie eben kein Glied enthalt, das 
nicht die unbekannte Funktion oder ihre Ableitung als Faktor besitzt. 
Man nennt (20) wohl auch die zur kompletten Gleichung (419) gehorige 
reduzierte Gleichung. Das allgemeine Integral » von (20) ist also durch 
eine Quadratur dargestellt. 

Nehmen wir die Konstante c = 1, also 


“ie ac 


v 
1) Da das Doppelverhaltnis von vier Integralen der Riccatischen Differential- 
gleichung eine konstante GréBe ist, la8t sich auch direkt aus der Differential- 
gleichung nachweisen, siehe z. B. Koenigsberger, a.a.Q.; Picard, Traité 
I (1901), S. 436. 
2) Vel. Joh. Bernoulli (1697), Opera I (1742), S. 175. 


4 
‘ 


Se a ie ‘oS TE Ai at NA eh Sa 
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so ergibt sich fir w die Differentialgleichung 


du 
Vv dx i Ao, 
oder 
du ay — f a, de 
a a 


woraus durch oe 
Wi ii Ag € =f a4 " da a+ C 


folgt, wo C eine willlurliche Konstante bedeutet. Wir erhalten demnach 
das allgemeine Integral y von (49) in der Form 


(24 P= Ue = er G + [ a ave asl, 


also als ganze lineare Funktion von C. 
Wir bemerken, daf die allgemeinere Differentialgleichung 


. d 
(22) ('(Y) Ge + fy) o(@) = x2), 


wo f(y) eine beliebige Funktion von y, f(y) deren Ableitung bedeutet, 
durch die Substitution 
z= f(y) 


auf die lineare Differentialgleichung 


ei + 29(%) = x(2) 


zuruckgefiihrt werden kann. Die sogenannte Bernoullische Differential- 
gleichung (vgl. das Zitat S. 60) 


d 
yo + ple) yor? = y(a) ys 


verwandelt sich nach Multiplikation mit 
(piss get ys 
in einen speziellen Fall der Differentialgleichung (22), wo namlich 
fy) = yet 
Diese ist also, ebenso wie die Gleichung (22) gas durch Quadraturen 
integrier bar. 

Wenn es gelungen ist, die Integration einer vorgelegten Differential- 
gleichung auf Quadraturen zuriickzufiihren, so ist dadurch zur vollstan- 
digen Lésung des Integrationsproblems in dem von uns formulierten Sinne 
(Nr. 5, S. 20) nur ein erster Schritt getan. Denn wenn es im allgemeinen 
schon bedeutende Anstrengungen erfordert, die analytische Beschaffen- 
heit der durch eine einfache Quadratur dargestellten Funktion zu ergriinden, 
so ist die Untersuchung eines Ausdruckes, der aus mehreren Quadraturen 
zusammengesetzt ist, natiirlich noch viel komplizierter. In der historischen 
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Entwicklung der Wissenschaft spielen solche Differentialgleichungen, 
deren Integration sich auf Quadraturen zuriickfiihren l48t, insofern eine ge- 
wisse Rolle, als einerseits die Quadratur gewissermafen die einfachste 
Quelle neuer Funktionsklassen bildet, und andererseits die fiir die ange- 
naherte Berechnung einer Quadratur schon von Newton ab ausgebildeten 
verschiedenartigen Methoden fiir die Wertbestimmung des Integrals 
einer Differentialgleichung nutzbar gemacht werden konnten, wenn es 
gelang, dieses Integral durch Quadraturen darzustellen. Wir finden daher 
bei den alteren Analysten vielfach das Bestreben, eine zur Integration 
vorgelegte Differentialgleichung solchen Transformationen zu unter- 
werfen, daf dann die Darstellung des Integrals durch Quadraturen méglich 
wird. Nun gelingt es aber nur in den seltensten Fallen, eine solche Trans- 
formation ausfindig zu machen; das Problem der Integration wird also 
durch das Bestreben, derartige Transformationen aufzufinden, nicht 
nur verschoben, sondern auferordentlich beschrankt, in dhnlicher Weise 
etwa, wie wenn man sich in der Algebra die Aufgabe stellte, eine gegebene 
algebraische Gleichung durch bloBe Anwendung von Wurzelzeichen auf- 
zulésen. So interessant an sich die Aufgabe ist, diejenigen Differential- 
gleichungen aufzustellen, deren Integration sich auf Quadraturen zuriick- 
fiihren 1a8t, so mul doch dieser Aufgabe als einer ganz speziellen der ihr 
gebtthrende Platz in der systematischen Theorie angewiesen werden, 
keinesfalls darf sie als das einzige oder erstrebenswerteste Ziel in den 
Vordergrund der Theorie geriickt werden. -In neuerer Zeit ist es Lie ge- 
lungen, durch die von ihm begriindete Theorie der Transformations- 
gruppen (deren Anwendung in der Theorie der Differentialgleichungen 
allerdings viel weiter reicht) Methoden zu entwickeln, die zu einer Lésung 
der gedachten Aufgabe fiihren konnen+); wir begniigen uns damit, auf 
diese schéne und wichtige Theorie hingewiesen zu haben, und wollen uns 
jetzt wieder der Untersuchung der allgemeinen Riccatischen Differential- 
gleichung zuwenden. 


17: Zusammenhang der Riccatischen Differentialgleichung 
mit linearen homogenen Differentialgleichungen. 


Die allgemeine Riccatische Differentialgleichung (45) 


d 
ey tay t ay, 


wo a, + 0 ist, kann nicht durch Quadraturen integriert werden 2); aber 
1) Vgl. die von Scheffers herausgegebenen ,,Vorlesungen iiber Differential- 
gleichungen“ (Leipzig 1891). 
*) Kin direkter Beweis dieser Behauptung ergibt sich z.B. aus den Unter- 
suchungen von E. Vessiot, Annales de l’Ecole Normale (3) 9 (1892), S. 197 ff. 


2 or AEA a ae Sebo hehe | ¥ 


17. Zusammenhang mit lin. homog. Differentialgleichungen. mG 


ahnlich, wie im Falle a, = 0 eine Zuriickfiihrung auf die homogene lineare 
Differentialgleichung (20) und eine Quadratur méglich war, kann im Falle 

a, + 0 die Gleichung (15) auf ein System von zwei finer Bosnoeeacn 
Psi ccntiolgleichunigen von der Form 


du, 

Breas = Uy 441 + Wey), 
23 
(23) duty 
Gan = Uz Ayo + Ug Ago 
zuriickgefiihrt werden, wo die a,,(i,k =1,2) monogene Funktionen 
von x bedeuten. Dazu braucht man nur zu setzen 


Uu 


i 2 
(24) Yea uy Op = Ayy, Oy = — (4, — gq), Ay = — Ag, 
woraus sich, wenn wir die Ableitungen nach x durch Akzente bezeichnen, 
2 
Ug U5 
(4 
y’ = —, (Uy Uy — Uy Uy) = a + a — + Oy —, 
(25) Uy Ug — Uy Wy = Oy UF + Oy Uy Uy + ay U3 


= — (Ay Uy + Ag Uy) We + (Aq Uy + Ag Uy) Uy 
u 

ergibt. Die der Substitution y = - (siehe Gl. (24)) noch anhaftende 
1 


Willkiir gestattet nun, etwa fiir u, die erste der Gleichungen (23) anzu- 
nehmen, worauf dann aus (25) fiir uw, die zweite der Gleichungen (23) 
folgt. 

Hat man umgekehrt ein beliebig vorgelegtes System von der Form 


(23), so befriedigt der Ausdruck y = = die Riccatische Differential- 
1 

gleichung 

Yy! = Ay + (Bog — Ay) ¥ — Aq Y”. 
Beim Ubergang von der Riccatischen Gleichung (15) zu dem System 
(23) haben wir noch in der Gleichung 

Oy = — (441 — AQ) 

des Gleichungssystems (24) eine Unbestimmtheit, die wir zur Verein- 
fachung des Systems (23) benutzen kénnen. Nehmen wir a,, = 0, so 
ergibt sich 

Uy == — Ap Ug, Uy = Ay Uy -b Oy Uy, 
und indem wir die erste dieser Gleichungen noch einmal differentiieren 
und fiir wu, und w} ihre Werte einsetzen, 

(26) Ag UW, — (Ay Ay + a2) UW, + Ay Of Uy = 0. 

Es ist dies eine homogene lineare Differentialgleichung 'zweiter Ordnung 
fiir u,, und der Zusammenhang zwischen der Riccatischen Gleichung 
(45) und dieser Gleichung wird durch die Beziehung 
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tht ted id Tos ai, 
(27) Ye ii was ola he 
vermittelt. Man nennt (27) die Bernoullische Transformation. 

Durch ihre Anwendung haben wir die Ordnung der Differential- 
gleichung erhéht, ‘dies scheint 4uSerlich eine Erschwerung zu sein, ist aber 
in Wirklichkeit eine Erleichterung, da wir durch diese Transformation 
erreicht haben, daf die Integrale wu der neuen Differentialgleichung nicht 
nur keine verschiebbaren Verzweigungspunkte, sondern auch keine ver- 
schiebbaren Pole besitzen. 

Wir weisen dies zunachst direkt nach, indem wir aus (27) fiir u den 
Ausdruck 


— Sf yy dx 


u= ce 


berechnen, wo c eine willkirliche Konstante bedeutet, und das Verhalten 
von w untersuchen, wenn y fiir x = 2 einen verschiebbaren Pol besitzt. 
Machen wir in der Riccatischen Differentialgleichung die Substitution 


De | 
eat? 
wodurch fiir z die Differentialgleichung 
dz 
eta (Go2" + Q42 + ap) 


hervorgeht, so ist fir 7 = a, das betreffende z — 0, also 


Gale = — y(Zo). | 


Wenn nun a4(%) + 0 ist, so haben wir in der Umgebung von 2, 
fir z die Entwicklung 
; Z = — Og(%q) (a — Xo) + Yo(%— %)* + °°, 
woraus sich 
1 —1 d) Hy 
Phi ane SW LT. eet Oa cam odaiiae | 


Ay (Lp) L — Ly 


ergibt. Da fiir « = x, die Funktion a, (x) jedenfalls als holomorph voraus- 
gesetzt werden muf (sonst ware eben x = x, ein fester singularer Punkt 
der Differentialgleichung), haben wir in der Umgebung von x = 2: 


Op(%) = Ay(%) + O,(% — Xq) + 464(% — 4)? +--+; 
also 
—Sea(x) -y de = | (Ge tnt neat +=) de 
—log(a — a) + Ble—x%), 


wo %3(%— 2%) eine gewohnliche Potenzreihe von « — 2, bedeutet. Hier- 
nach ist in der Umgebung von x = a: 


iia 
fac 
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U = C(x — Xo) R(x — 2), B(x — xy) = eBE—»), 

u ist also in der Umgebung von z = x) holomorph. 

Die Bedingung, daf a, (x) fiir « = xz) einen von Null verschiedenen 
Wert habe, ist fiir dieses Resultat wesentlich. 

Dividieren wir die Differentialgleichung (26) durch a5, so erhalt 
sie die Form 

d*u 

(26a) eats (2 ob a) 5 ae i yA =O: 
da u in der Umgebung einer Stelle, wo y selbst holomorph ist, offenbar 
ebenfalls holomorph bleibt, haben wir das wichtige Resultat: 

Reduziert man in der homogenen linearen Differential- 
gleichung (26) den Koeffizienten der héchsten Ableitung 
auf Eins, so ist das allgemeine Integral dieser Gleichung 
holomorph in der Umgebung jeder Stelle z, fiir die die K oeffi- 
zienten der Differentialgleichung selbst holomorph sind. 
Die einzigen singularen Punkte der Integrale sind die singu- 
laren Stellen der Koeffizienten, diese sind also sdmtlich 
fest; wir nennen sie die singularen Stellen der, Differential- 
Blechung. 

Die De mnbalslcoline (26) ist keine spezielle ihrer Art, denn die 
allgemeinste homogene lineare Differentialgleichung zweiter Graniea 

2 

(28) pee tag tru =0, 
wo p,g,r Funktionen von x bedeuten, 1a8t sich in die Form (26a) be- 
ziehungsweise (26) umsetzen, wo 


dy = 5 Gee, Og = P 
ist, und wird demnach durch die Substitution 
—i1dlogu 
Rp ay 


in eine Riccatische Differentialgleichung fiir y transformiert. Der aus-- 
gesprochene Satz gilt also fiir jede homogene lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung. Er gilt aber auch fiir ein beliebiges System von der 
Form (23) und allgemeiner fiir jedes System homogener linearer Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung 


k 
= Yuk iy ae Yn Onk, (b=1, 2.....n) 


dessen Koeffizienten a;, monogene Funktionen von z sind. Die Theorie 
dieser Systeme wird uns spater eingehend beschaftigen, wir fiigen an dieser 
Stelle nur noch einige Bemerkungen tiber die Riccatische Differential- 


gleichung hinzu. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 5 
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Im Innern der Flache 7 haben die Lésungen einer Riccatischen 
Differentialgleichung keine anderen Singularitéten als Pole, sie verhalten 
sichin T meromorph. Die Frage, wie sich diese Lésungen in der Umgebung 
der festen Singularitaéten € verhalten,} ist durch die vorhergehenden Er- 
drterungen auf die analoge Frage fiir die linearen Systeme (23) oder die 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (26) zuriickgefiihrt. Am 
einfachsten gestaltet sich diese Frage, wenn die do, a1, a, iiberhaupt keine 
singuléaren Punkte aufweisen, weder im Endlichen noch im Unendlichen, 
d.h. wenn sie Konstanten sind. In diesem Falle kann in einem endlichen 
z-Wert iiberhaupt kein Verzweigungspunkt der Integrale liegen. Denn 
die Differentialgleichung bleibt offenbar ungedindert, wenn man zx durch 
x + const. ersetzt; lage also etwa bei wz ein Verzweigungspunkt eines 
Integrals, so wiirde das gleiche bei x + const. zutreffen, man hatte also 
verschiebbare Verzweigungspunkte. Da somit das Auftreten von Ver- 
zweigungspunkten im Endlichen ausgeschlossen ist, kann auch x2 = 00 
kein Verzweigungspunkt sein, d. h. y ist eine eindeutige Funktion 
von x. — Wir konnen diesen Schlu8 auch leicht bestatigen, da in diesem 
Falle die Integration der Riccatischen Differentialgleichung elementar 
durchfiihrbar ist. 

Schreibt man namlich bei konstanten ay, a,, a, die Gleichung (15) 
in der separierten Form 


dy Ser 
A + y+ ay? 
und bezeichnet mit 9;, @, die Wurzeln der Gleichung 
A + ayy + oy = 0, 
so hat man fir @, + @, ’ 
Re 


ey Mh i Res hea: 
(0: —@2) y—e. y—es) x 
also 
(29) cane Oe const. e42(e1—¢2)" 
¥Y¥ — Oo 
und fir 0, = 0, 
4 
(30) frac p04 = a,x + const. 


Ks ist also in diesem Falle y in der Tat eine allenthalben eindeutige Funk- 
tion von 2. 


Drittes Kapitel. 


Differentialgleichungen erster Ordnung, wo die Ab- 
leitung als implizite Funktion der abhiingigen Ver- 
inderlichen gegeben ist‘). 


18. Begriff der Integralfunktion ’). 


Wir haben uns bisher vornehmlich mit dem Falle einer Differential- 
gleichung erster Ordnung beschaftigt, in der die Ableitung der unbekannten 
Funktion y als rationale Funktion von y gegeben war. Der allgemeine 
Fall, wo die Ableitung eine implizite algebraische Funktion von y ist, 


d 
wo also einer Gleichung 


dy 
(1) ue. ee Y) we 0 
d 
geniigt, in der F eine ganze rationale Funktion von und y mit von x 


abhangigen Koeffizienten bedeutet, erfordert neue Methoden der Unter- 
suchung, deren Darlegung wir uns jetzt zuwenden wollen. 


1) In diesem und dem folgenden Kapitel werden die eimfachsten Satze aus 

der Lehre von den algebraischen Funktionen einer komplexen Veranderlichen als 
bekannt vorausgesetzt. Man findet diese Siitze z. B. in den Werken: Appell und 
Goursat, Théorie des fonctions algébriques (Paris 1905), Landfried, Theorie der 
algebraischen Funktionen (Sammlung Schubert XXXIJ, 1902), H. Stahl, Abri8 einer 
Theorie der algebraischen Funktionen (Leipzig 1911). ine auf arithmetischer 
Grundlage fuBende Darstellung dieser Theorie gibt das Werk: Hensel und Lands- 
berg, Theorie der algebraischen Funktionen (Leipzig 1902). 

2) Quellen fiir diese und die folgenden Nummern sind: Briot und Bouquet, 
Journal de l’Ecole Polyt. Cah. 36; W. Raschke, Inaug.-Dissertation, Heidelberg 
1883, Acta Mathem. 14 (1890), S. 31; Fuchs, (1884) Werke I, S. 355; Ham- 
burger, Crelles Journal, Bd. 112 (1893), S. 205ff.; Poincaré, Acta Mathe- 
matica, Bd. 7 (1885), S. 11f.; vgl. hierzu Picard, Traité III (1908), S. 40, 62ff.; 
Painlevé, Lecons, S. 47ff.; Forsyth, Theory of differential equations, Vol. Ll, 


(Cambridge 1900), chapter VIJI—X. 
5* 
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d 
Setzen wir = = s, so ist durch die Gleichung (41) s als algebraische 


Funktion von y definiert. Wir schreiben (4) ausfihrlicher in der Form 
dy\™ dy\m—1 
Aly, 2) G2)" + Aaloy 2) (GE) + -+++ Amlgs 2) = 0, 


worin die Ag, Ay,.--, Am ganze rationale Funktionen von y mit von « 
abhangigen Koeffizienten bedeuten, und setzen voraus, daf die Gleichung 
(2) F(s, Y, x) as 0, 
aufgefaBt als algebraische Gleichung zwischen s, y, irreduzibel sei, 
da also F(s, y, x) nicht zerlegbar sei in Faktoren, die selbst ganze ratio- 
nale Funktionen von s, y mit irgendwelchen von x abhangigen oder kon- 
stanten Koeffizienten sind. 
Durch Elimination von s zwischen (2) und der Gleichung 


OF (s, Y; x) tr ass 
em ee 
bilden wir die Diskriminantengleichung 
(3) Dy, x) = 0, 


deren linke Seite eine ganze rationale Funktion von y mit von x abhangigen 
Koeffizienten ist. 

Wir betrachten nun einen Wert x = %, der die folgenden Bedin- 

gungen erfiillt: 

1. In der Umgebung von x = 4% seien die Koeffizienten der ganzen 
rationalen Funktionen A,(y, xz) (k = 0,1, 2,...,m) von y holo- 
morph. 

2. Es sei fir « =x, die Funktion A,(y,x) nicht identisch, d. h. 
unabhingig von y, gleich Null. 

3. Es moge fiir « = x kein y-Wert vorhanden sein, fiir den simtliche 
Ax(Y, X%) (kK = 0,1, 2,...,m) gleichzeitig verschwinden. 

Fur einen solchen Wert von x stellt dann die Gleichung (3) die not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir dar, daf& die Gleichung (2) 
eine mehrfache Wurzel s besitzt, und die Gleichung 

die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daf& eine oder mehrere 
der Wurzeln s von (2) unendlich gro8 werden. 

Bedeutet also x = 2, y = yo ein Wertepaar, fiir das weder die Glei- 

chung (3) noch die Gleichung (4) erfiillt ist, so besitzt die Gleichung 


(5) F(s, Yo. Uo) = 9 
m voneinander verschiedene, endliche Wurzeln s(, s©, ..., s\. Wir greifen 


eine bestimmte von ihnen heraus, etwa s{), dann lautet die Gleichung (2) 
in der Umgebung von x = 2, y = Yo, s = 
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(Je) — 0) + (S$) o—w) + (2)@—m) += 


wo die partiellen Ableitungen von F fiir z = 2, y = yp, s = s® zu nehmen 
sind, was hier (und ebenso im folgenden) durch das EinschlieBen in Klam- 


mern ( ) angedeutet wird. Der Koeffizient (55) von s —s(°) ist von 


Null verschieden, da ja s(°) eine einfache Wurzel ist; wir konnen also nach 
dem Satze von derimpliziten Funktion‘) in einer hinreichend kleinen 
Umgebung von x = 2%, y = yo die Funktion s — s( als gewohnliche Potenz- 
reihe von x — 2, y¥ — yy ohne absolutes Glied 

| P(e — ay, y¥ — Yo) 
darstellen. Wir setzen 

se = s+ Bela — 2%, ¥ — Yo) (R=1,2778 1m) 

und betrachten die m Differentialgleichungen 


a . 
(7) HE s© + Bi (x —— Xo, Up Yo) (K=1. 2,...3m). 


Nach dem Existenzsatz der Nr. 9 besitzt jede dieser Differentialgleichungen 
ein und nur ein in der Umgebung von x = x holomorphes Integral y,, 
das fiir = x den Anfangswert y = y) annimmt, und das offenbar auch 
der urspriinglichen Differentialgleichung Geniige leistet; wir haben also 
den Satz: 

Die Differentialgleichung (4) besitzt, wenn a keiner 
der ausgeschlossenen Werte und y so beschaffen ist, daB8 

D(Yo; Zo) + 9, Ao(Yo %o) + 9 
‘sind, min der Umgebung von «=a, holomorphe Integrale, 
die fiir x =2),den Wert y) annehmen und dadurch eindeutig 
charakterisiert sind, da8 ihre Ableitungen fiir =z be- 
ziehungsweise gleich einer bestimmten Wurzel der Gleichung 
F(s, Yo Xo) = 0 
werden. 

Nach dem Unitatssatz der Nr. 12 (S. 45) gibt es auBer diesen m 
holomorphen Integralen kein Integral der Differentialgleichungen (7), 
das fiir z = x) den Wert y, annimmt. Inwieweit dies auch fiir die Differen- 
tialgleichung (1) selbst gilt, werden wir alsbald zu erértern haben; zur 
vorlaufigen Orientierung mégen die folgenden Bemerkungen dienen. 

Wenn wir die Differentialgleichung (1) durch ein System von der Form 
(7) ersetzen wollen, so muf das Wertepaar Xp, yp der Bedingung geniigen, dab 

_ D(Yo; %) + 0 
ist. Nun kann es sich ereignen, daf die Diskriminantengleichung (3) durch 


1) Biche z. B. Bieberbach, Funktionentheorie I (1921), S. 192. 
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eine Funktion y = g(a) von z identisch befriedigt wird, die zugleich eine 
Lésung der Differentialgleichung (41) darstellt, also die Gleichung 
identisch erfiillt. Da nun fir eimen willkiirlichen Wert x) von x und den 
zugehérigen Wert y(% ) eimes solchen Integrals die Ungleichung 
D( p(X), Xo) + O 
niemals erfiillt wird, so wird ein solches Integral der Differentialgleichung 
(4) im allgemeinen keiner Differentialgleichung von der Form (7) geniigen, 
d. h. wenn wir uns ausschlieSlich auf die Betrachtung der Differential - 
gleichungen von der Form (7) beschrankten, so kénnten uns die wie (x) 
beschaffenen Losungen der Differentialgleichung (1) entgehen '). — Allge- 
mein gesprochen ist ein Punkt x) fiir ein Integral von (1), das in x, einen 
Wert y, annimmt, der im Vereine mit a) die Diskriminantengleichung 
D (Yo, Lo) =9 

befriedigt, als singularer Punkt jenes Integrals anzusehen; man nennt 
darum ein Integral von der Art wie g(x), das der Diskriminantengleichung 
fiir jeden Wert von x Geniige leistet, schlechthin ein singulares Integral. 
Der Begriff des singulaéren Integrals erfordert aber noch eine scharfere 
Fassung; wir kommen auf diese weiter unten zuriick, nachdem wir uns 


1) Im Gebiete der reellen Veranderlichen kann es auch noch auf andere 
Weise vorkommen, da Lésungen von (1) keiner der Differentialgleichungen (7) 
geniigen. O. Perron gibt im Jahresbericht der D. M.-V. 22 (1914), S. 356 unter 
anderen das folgende lehrreiche Beispiel. Wir betrachten 


) (4) —re@r=o, 


guest ay ‘ 
wo f(0) = 0, und fir ¢ >0 f(a) = @ sin = sein mége; f(x) ist also fiir alle end- 


lichen, nichtnegativen Werte von 2 stetig. AuBer den unmittelbar gegebenen 
Lésungen der beiden Differentialgleichungen 
co) Y.7@, 2 fe, 
die fiir « = 0 verschwinden, hat aber die Differentialgleichung (*) noch unendlich 
viele fiir = 0 verschwindende Lésungen, namlich 
¥ = = po(x) + —y (a) + —,(n)+..., 


wenn 
1 1 OR MAEY A lat le) oF Lei | 
“an (Loe |t aren win > das g(r) = | # sin — da (Cita Cena), 


1 In+1 : 
gesetzt wird, wo in tiblicher Weise [a] die in a enthaltene grote ganze Zahl be- 
deutet. Wie man sieht, befriedigt der Ausdruck y bei beliebiger Wahl der Vor- 
zeichen fiir gewisse z-Werte die eine, und fiir die tibrigen die andere der beiden 
Gleichungen (*#). 
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durch die zunachst folgenden Betrachtungen tiber die Natur der Singu- 
laritaten, die fiir die Lésungen einer Differentialgleichung von der Form 
(1) auftreten konnen, orientiert haben werden. 

Es sei B ein einfach zusammenhangender Bereich der a-Ebene, der 
den Punkt x) enthalt und innerhalb dessen die Koeffizienten der Differen- 
tialgleichung (1) eindeutige Funktionen von z sind. Wir denken 
uns die 

Yas Yar +--+ Ym 
in der Umgebung von a, darstellenden Potenzreihen innerhalb B analytisch 
fortgesetzt; dann geniigen die durch diese Fortsetzung entstehenden 
Potenzreihen (vgl. Nr. 13) ebenfalls der Differentialgleichung (1). Wenn 
also die Koeffizienten von (1) allenthalben eindeutige, z. B. rationale - 
Funktionen von « sind, so befriedigen die aus den Reihen 


Y1r Ya) - - +> Ym 
entspringenden monogenen Funktionen in ihrem ganzen Existenzbereiche 


diese Differentialgleichung. 


Als singulaére Punkte der Integralfunktion sind diejenigen 2-Werte 
anzusehen, fiir die die Moglichkeit der Entwicklung nach positiven ganzen 
Potenzen des Inkrements aufhért. Wir werden mit Fuchs auch hier zwei 
Kategorien von solchen Punkten zu unterscheiden haben. Erstens feste 
Singularitaten, d. h. soleche, die von der Wahl der Anfangswerte, durch die 
ein Integral bestimmt wird, unabhangig, also allen Integralen gemeinsam 
und darum aus den Koeffizienten der Differentialgleichung direkt zu ent- 
nehmen sind. Zu diesen gehéren diejenigen x-Werte, die wir als die Be- 
dingungen 1) bis 3) in bezug auf die algebraische Gleichung (2) zwischen 
y und s nicht befriedigend von vornherein ausgeschlossen haben, es werden 
aber noch andere solche feste singulare Stellen im Laufe der weiteren 
Untersuchung hervortreten. Zweitens verschiebbare Singularitaéten, 
die von der Wahl der Anfangswerte abhangen. Wir kénnen uns auch sofort 
Rechenschaft dariiber ablegen, auf welche Weise solche verschiebbare 
Singularitaten zu Tage treten kénnen. 

Wenn sich bei der analytischen Fortsetzung der Reihen 

Yis Yor - + +> Ym 
fiir einen Wert x ein Wert 7 der Integralfunktion ergibt von der Beschaffen- 
heit, da& das Wertepaar (%, 7) eine der Gleichungen 
Dien ON Ans], 2) i= 0 
befriedigt, so ist die Existenz von Integralfunktionen, die in der Umgebung 
von «= x holomorph sind und in diesem Punkte den Wert 7 annehmen, 
in Frage gestellt. Es wird also im allgemeinen ein solcher Wert 2 fiir das- 
jenige Integral oder diejenigen Integrale, die daselbst gleich 7 werden, ein 
singularer Punkt sein. Wir werden zunachst das Verhalten der Integral- 
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funktion in der Umgebung solcher «-Werte zu ergriinden suchen und dabei 
unser Augenmerk besonders auf den Fall richten, wo ein derartiger Punkt x 
ein Verzweigungspunkt eines Integrals sein kann. Wenn wir scharf 
die Bedingungen aufstellen, unter denen ein solcher Fall eintreten kann, 
und dann die Koeffizienten der Differentialgleichung (1) so einschranken, 
dafi diese Bedingungen niemals erfiillt sind, so werden wir diejenige Form 
der Differentialgleichung (1) anzugeben imstande sein, die notwendig 
und hinreichend dafiir ist, dafi die Integrale keine mit den Anfangswerten 
verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen. Wir machen die Ermittelung 
dieser Form der Differentialgleichung zu unserer ersten Aufgabe und werden 
demgemaf’ in der folgenden Untersuchung, die in allem wesentlichen 
nach der von Fuchs (1884) angegebenen Methode gefiihrt werden soll, 
immer von Fall zu Fall, gleich den sich ergebenden Beitrag zur Loésung 
dieser Aufgabe festhalten. 

Was die Untersuchung der Integrale in der Umgebung der festen 
singularen Stellen anlangt, so hangen die dabei anzuwendenden Methoden 
naturgemaB von der Art und Weise ab, wie die unabhangige Verdnder- 
liche x in die Koeffizienten 


Aly, x), att) Any, x) 
der Differentialgleichung eingeht. 


19. Untersuchung des Falles, wo der Koeffizient der hdchsten 
Potenz der Ableitung verschwindet. 


Wir beginnen mit der Untersuchung des Verhaltens der Integral- 
funktion in der Umgebung einer Stelle x, wo das Integral einen Wert 7 
annimmt, fiir den 


: A(n, a) =90 
ist. 
Die Gleichung 
Agly, x)= 0 
definiert y als Funktion von x. Wir betrachten einen Zweig 
y = (2) 


dieser Funktion, und beschranken x auf ein Gebiet % der xz-Ebene, inner- 
halb dessen 7(xz) holomorph ist. Uberdies setzen wir voraus, da8 die 
Funktion 7(x) nicht auch der Diskriminantengleichung Geniige leistet; 
es soll also fiir ein willkiirliches, innerhalb % gelegenes x 


D(n(x), x) + 0 
sein. Setzen wir in (2) s = é so erhalten wir fiir o die Gleichung 


(8) A,(y, x) - A,(y, x) oO + wulsyts + An(y; x) 0% pots 0. 


ae 
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Diejenigen xz-Werte, fir die A,,(y,z) identisch, d. h. unabhangig von y 
verschwindet, ferner die x-Werte, die eine der beiden Gleichungen 

An(n (x), x) = 0, D(n(z), x) = 0 
befriedigen, schlieSen wir aus und zadhlen sie zu den festen singuladren 


Punkten der Differentialgleichung (1). Dann hat die Gleichung (8) fiir —— 


y = n(x) die emfache Wurzel o =0 und wird, wenn |y —n(zx)| hin- 
reichend klein ist, durch eine Reihe von der Form 


(9) Oe Par em Ic Pi Gach) ot vr: 
befriedigt, wo die qo, $, . - - in der Umgebung aller nicht ausgeschlossenen 
x-Punkte von 8 holomorph sind. Einzelne der qo, g,,... koénnen aber 


identisch, d. h. fiir jeden Wert von z, verschwinden; es seien etwa 
Yo = 0, er) Pn—2 = 0, 
jedoch 
Pnr—1 Se 0 (n Zz 15 
Dann haben wir also entsprechend der Lésung (9) von (8) eine Lisung 


 s von (2), die fiir kleine Werte von |y — »| in der Form 


a5 Arnon Nts Oud 27) Oa (ei Jen: 


darstellbar ist, wo auch 4), 6,,...in der Umgebung der nicht ausgeschlos- 
senen Punkte von % holomorph sind. Wenn auch q,_, nicht identisch 
gleich Null ist, so kann diese Funktion gleichwohl fiir spezielle, innerhalb 
% gelegene x-Werte verschwinden; sind solche «-Werte vorhanden, so 
schlieBen wir sie aus und zahlen sie zu den festen Singularitaten. Es sei z =c 
ein innerhalb $ gelegener Punkt, der nicht zu den ausgeschlossenen gehdért, 
so ist also 


Ss 


Pr-(c) + 0, 
-und indem wir es an die Stelle von s setzen, haben wir die Differential- 
gleichung fiir y 
dy hy. : 
dz Pn Gh) Xb 4-009 — 4) + 02(Y¥ 9) \ 


Fiihren wir hierin an Stelle von y die Differenz y — 7 als abhangige Variable 


ein, so kommt 
dy—n) _ _ a 
dx meds 


(CS Ie ON eee inal C= 7a a aceal ae 


1 
3 Pn—-1 
oder wenn wir ausmultiplizieren und 
Ct rea: 
setzen: 
at ci —n+l oa MS & 
(10) Gia oe ate + yn + YXn41U 4 \ 


; 
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dy sas 
Innerhalb % ist 7, also auch a holomorph, in der Umgebung von x = ¢ 
sind auch 
Opn Kir +1 Xn) Ant1,--- 
holomorphe Funktionen von x; indem wir a mit x, vereiigen und aul 


beiden Seiten von (40) die reziproken Werte nehmen, erhalten wir also 


fo Al Wena 
FE ne iui WEES STINE Sr FMC Ne 
wo die €,, &,-... in der Umgebung von «= c holomorphe Funktionen 
von x bedeuten. Wir finden demnach endlich 
dx 
Te FG u™ {Bo(x) + Vy(x) w+ +--+}, Bo(c) = Gn (c) +0, 


wo F(x), +,(”),... in der Umgebung von  =c konvergente gewohn- 
liche Potenzreihen von «—c sind. Nach dem Cauchyschen Existenztheo- 
reme der Nr. 9 besitzt diese Differentialgleichung ein und nur ein in der 
Umgebung von u = 0 holomorphes Integral z, das fiir u = 0 den Wert « 
annimmt, und fiir das wegen des Faktors u” 
dx d* % d*—ly d* 2 
du* du? ~° du™-Y du" 
im Punkte u'= 0 verschwinden, wahrend 
dn+ty 
du"t1 
in diesem Punkte einen von Null verschiedenen Wert besitzt. Die Ent- 
wicklung dieses Integrals in der Umgebung von u = 0 lautet folglich: 
U— C= Yn UE yng Ue ns ned EO, 
WO die Yn4i, Yn42,--- Konstanten bedeuten. 
Nach dem Satze von der inversen Funktion folgt hieraus 


1 2 es 
a az% 1 \n 
w= Ale — ey + Agle— ot +, = (YEO, 
also, wenn wir auf y zuriickgehen, 
1 2 
(14) y= nlx) + A(a—epti + Ay(a — cpt + 
Bedeutet also a =c einen willkiirlichen, nicht ausgeschlossenen 
Wert von « innerhalb %, so sind diejenigen Integrale der Differential- 
gleichung (1), die fir «=e den Wert n(c) annehmen, wo 
(12) Ao(n (c), c) Tk 0, D(n (c), c) ere 1) 
ist, in der Umgebung von x = ¢ in der Form (11) entwickelbar. Es gibt 
also 2 + 1 solche Integrale, und da n => 1 ist, besitzen diese Integrale 
in z=ceinen Verzweigungspunkt. 


Kiet ec nd Men SR fate ee pee Mae et a 


a” 
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Wiunschen wir also, da Gaicwallurlienen Wert x= c nicht Ver- 
zweigungspunkt von Integralen der Differentialgleichung werden kann, 
so miissen wir das Auftreten dieses Falles unméglich machen. Es wird 


dann ein Wertepaar x = c, y = n(c), fiir das die Bedingungen (12) erfiillt 


sind, nicht geben diirfen, d. h. 


(A). Die Gleichung Aj(y, z) = 0 darf keine Lésung y = n(2) 
besitzen, die nicht auch die Diskriminantengleichung D(y, x) 


_ =0 befriedigt. 


- 20. Untersuchung des Falles, wo die Diskriminante verschwindet. 


Vorbereitendes. 


Wir wenden uns dem Falle zu, wo fiir einen Wert x die Integral- 


funktion einen Wert 7 annimmt, der mit x zusammengenommen der 


Gleichung ~ p 
genugt. 

Wir wollen vorerst in der Gleichung (2) dem z einen festen Wert 
beilegen, der den Bedingungen 1, 2, 3 der Nr. 18 und iiberdies der folgenden 
Bedingung geniigt: 

4. Die Lésungen y der Gleichung D(y, x) = 0 seien in der Umgebung 
dieses Wertes holomorph, und diejenigen unter diesen Lésungen, 
die fiir ein willkiwliches x von eiander verschieden sind, mégen 
auch fir den betrachteten festen «-Wert verschiedene Werte 
besitzen. 

Die Tatsache, daf® x diesen festen Wert bedeutet, bringen’ wir 
dadurch zum Ausdruck, da8 wir bei F, D, A, und 7 den Buchstaben x 
weglassen. 

Wenn wir fir y die Lésung 7 der Gleichung D(7) = 0 einsetzen, 
so besitzt die Gleichung F'(s, 7) = 0 mindestens eine mehrfache Wurzel s. 
Es sei s = ¢ eine solche, etwa A-fache Wurzel, so daB also fiir y = 4, s = € 
auch noch 

OF oF Of Le 

as? O80? Bg 
verschwinden. Von den m im allgemeinen voneinander verschiedenen 
Funktionszweigen s,,..-, 5m, die die Gleichung F(s, y) = 0 befriedigen, 
nehmen A fiir y = 7 den gemeinsamen Wert ¢ an; es seien dies die Zweige 
Sy) Sq). - -, 8;- Diese sondern sich in Zykeln von der Art, daf die zu einem 
Zyklus gehérigen Zweige sich bei Umlaéufen von y um den Punkt 4 
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zyklisch permutieren‘). Wenn sj, s9,..-,Sa einen a-gliedrigen Zyklus 
bilden (a < A), so besteht fiir diese a Zweige fiir hinreichend kleine Werte 
von |y— | eine gemeinsame Darstellung von der Form 
1 2 
(43) 5» =C€+2,(y— nye ah Sa(Y = pete ae (vy=152, «4 a) 
in dem Sinne, daB® fiir die verschiedenen sj, sz, .-., 8, die a verschiedenen 
a 


Werte von (y— 7)", also 
ERAS 1 
e s (y FH ")% (g=9,;1, 2,00, a—1) 


zu nehmen sind. Der Punkt y = nist, wenna > 1ist, ein Verzweigungs- 
punkt (a—4)-ter Ordnung fiir die den Zyklus bildenden Funktions- 
zweige s,,..., 5%. Ist die dem y =7 entsprechende mehrfache Wurzel 


der Gleichung F(s, 7) = 0 unendlich groB, € =oo, so hat man s = : zu 


setzen und erhalt entsprechend der Darstellung 
1 2 
ait) Oy = 219 — 4) +: Bly — HF + 
der fir y= verschwindenden Zweige der transformierten Gleichung 


1 
o"F & y) == (0) 
eine Darstellung der s,, die nach positiven und negativen Potenzen von 
1 ; 
(y — y)* fortschreitet, negative Potenzen aber nur in endlicher Anzahl 
enthalt. Wenn in (14) z. B. gy, go, ..-, 1 gleich Null sind, aber g, von 
Null verschieden ist, so hat man 


9) le ee ee 
y Oo k U ; Set Hf p) 


also fiir hinreichend kleine Werte von | y — 7| 
4 aay : 2 \ 
(14a) s,= ok (ye op) ie NEOs rina tp) A ee 
Wir denken uns nun «# wieder veranderlich mit der Einschrankung, 
da8 fiir alle Werte, die x annehmen kann, jedenfalls die Bedingungen 


1. bis 4. erfiillt sind. Die mehrfache Lésung s der Gleichung 
Fs, n(x), “) = 0 
wird dann auch eine Funktion ¢(z) von x sein. Wir beschranken nun x 


7 any Die Verteilung in Zykeln und die Bestimmung der Ordnungszahlen der 
Zykeln erfolgt nach einem von Puiseux herriihrenden Verfahren, vgl. z. B. Appell 
und Goursat, aa. O. S. 184ff. 


21. Die Diskriminante verschwindet, der erste Koeffizient aber nicht. wT 


auf ein Gebiet %, innerhalb dessen neben den Bedingungen 1. bis 4. auch 
noch die Bedingung erfiillt ist, da8 ¢(x) holomorph bleibt. 


Machen wir dann in (2) die Substitution 


Sie C(z) =} 
so verwandelt sich die Gleichung (2) in 


ihre Diskriminante bezeichnen wir mit D,(y,x). Solange z auf den Be- 
reich & beschrankt ist, bleibt (zufolge der Bedingung 4.) die Differenz 
_ gwischen (x) und einer anderen Lésung der Diskriminantengleichung 
D(y,x) = 0 dem absoluten Betrage nach oberhalb einer angebbaren 
_ Schranke. Man kann also in der y-Ebene um y = 0 einen Kreis K mit 
_ von Null verschiedenem Halbmesser so beschreiben, da8 solange x in $ und 
y in K bleibt, D,(y, 7) nur im Mittelpunkte von K, dort aber fiir jeden 
Wert von x verschwindet. Wir haben dann fiir die dem Zyklus s,,..., s, 
entsprechenden Lésungen 4,, . - ., 3, der Gleichung (15) die der Entwicklung 
(13) entsprechende Entwicklung 


1 2 
(16) gy = 8198 be YS 
wo die gj, g3,... jetzt monogene Funktionen von x sind. Diese Funk- 


tionen haben fiir jeden Punkt des Bereichs 6 eindeutig bestimmte, endliche 
Werte, die sich mit x stetig andern; sie sind folglich in der Umgebung 
jeder Stelle von 8 holomorph. — Die gleichen Ergebnisse gelten in sinn- 
gemaBer Abainderung, wenn €(x) = oo ist. 


21. Der Fall, wo die Diskriminante verschwindet, der Koeffizient 
der héchsten Potenz der Ableitung aber nicht. 


Wir machen nun ausdriicklich die Annahme, da& der die Diskri- 
minantengleichung D(y, xz) = 0 befriedigende Funktionszweig y = n(x) 
nicht auch die Gleichung A,(y, x) = 0 befriedigt. Es soll also innerhalb 
% A,(n(x), 2) nicht identisch verschwinden; spezielle x-Werte, fiir die 

AN) nt) —=0 
ist, schlieBen wir aus und zahlen sie zu den festen Singularitaéten. Die 
mehrfache Lésung s = C(x) der Gleichung F(s, y(x),x7) =0 ist dann 
sicher endlich und innerhalb % holomorph. In der entsprechenden Ent- 
wicklung 


1 2 
s= U(r) + 81 (y —9)* + Bly — H)* + °°, 
die fiir hinreichend kleine Werte von |y — 7| gilt, sind dann die g,, go, - . - 
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holomorphe Funktionen von z, von denen aber einzelne noch identisch 
verschwinden kénnen. Es sei g,, 29,..., 2,1 gleich Null, aber g, + 0; 
sollte g, fiir spezielle z-Werte verschwinden, so schlieSen wir diese aus 
und zahlen sie zu den festen Singularitéten. Es ist dann 
é Ade! 
(18a) s = O(@) + gly — 9)* + Seti(y—y) 2% + °°73 

setzen wir hierin oe an die Stelle von s, so haben wir fir y die Differential- 
gleichung 


dy 2 ae 
ihaget are fa Cag Ube ram cie NU iarait gy ee. rots 


oder fir y—7 die Differentialgleichung: 
d(y — d & ue 
(17) Yc gaty— 9) + Bey — 0) + 


Es ist nun méglich, da8 die Lésung y = (x) der Diskriminanten- 
gleichung auch der Differentialgleichung (1) 


dy 
F ee y, x) i) 
d 
Geniige leistet. Dann mu8 also ae eine Losung der Gleichung 


(418) F(s, n(x), x) = 0 


sein. Es konnte sich ferner ereignen, da® a gerade eine mehrfache 
Lésung dieser Gleichung, eventuell sogar die von uns betrachtete mehr- 
fache Lésung ¢(x) ist. Diesen Fall behandeln wir nachher. 


; d : : 
Wir setzen also jetzt voraus, daf a nicht fiir jeden 


Wert von x mit C(x) ibereinstimmt. Sollte fiir spezielle 2-Werte 
dn 
ap aa C(r) = 0 
sein, so schlieSen wir diese x-Werte aus. 
Wir setzen 
hth aii 
dann geniigt nach (17) uw der Differentialgleichung 
du du d 
Waa aue-! ae — cao! ao grut + gep1uktl + Bite, 
woraus fiir x als Funktion von wu die Differentialgleichung 
d a—1 
(19) et eae ora 


= Tue 
¢— ol + geut + geriukti - 


folgt. 


Gr GB ORB Sa a 
* oF in: i i \ iy i i. P 


| 
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Es sei x = ¢ ein nicht ausgeschlossener, innerhalb § gelegener Punkt 
| der z-Ebene, dann ist fiir 7 = c 


#1 +0, Se + 0. 


d : dy . 
Bezeichnen wir den Wert von ¢ — a im Punkte z = c durch y, so lautet 


die Gleichung (19) in der Umgebung von x=c, u=0 
hd. 4 

a =O kai = te P(x ee u)), 
wo (2 —c, uw) eine gewohnliche Potenzreihe von x—c und w bedeutet. 
Nach dem Existenztheoreme von Cauchy (Nr. 9) besitzt diese Differential- 
gleichung ein und nur ein in der Umgebung von u = 0 holomorphes Inte- 
gral x, das fir u = 0 den Wert t= C annimmt, und fiir dieses Integral 
ist im Punkte u = 0 

da Ch seh Aas eT | 

ae ae gan lot dua oy 


seine Entwicklung in der Umgebung von u = 0 lautet folglich 
My jae 
~—e= i ue + OU har we Ogue+2 Se eteiinil= 


wo die 6,, d.,.-- Konstanten bedeuten. Nach dem Satze von der inversen 


Funktion folgt hieraus 
1 1 2 


w= ye (2 —c)a e,(@—ce)@ + - +>, 
und hiernach ist in der Umgebung von # = c 


1 
ee = 
(20) Y¥—H = Ue = y(~—c) + wy(x—e) 4 


1+— 
t f(x — ¢) 
Bedeutet also + = c einen beliebigen nicht aenenniereenon Wert von 
z, so sind diejenigen Integrale der Differentialgleichung (1), die fir 7 = ¢ 
den Wert n(c) und deren Ableitungen fiir x = c den Wert ¢(c) annehmen, wo 
(dy 
Din(e),e) =0, Adtnle),e) +0, (Gl—Sle)) £0 

ist, in der Umgebung von x = cin der Form (20) onl Ciba Es gibt 
stets a solche Integrale, und wenn a > 1 ist, haben diese Integrale in 4 = c 
einen Verzweigungspunkt. 

Wenn wir wiinschen, da8 der willkiirliche Punkt x =c nicht als 
Verzweigungspunkt gewisser Integrale von (1) soll fungieren kénnen, 
so mu dieser Fall unméglich sein, d. h. 

(B),;, Wenn n(x) eine Lésung der Diskriminantenglei- 

chung ist, die die Gleichung 
Ayly, Lr) = 0 
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nicht befriedigt, und einer mehrfachen Wurzel ¢(z) der Glei- 


chung 
(a) F(s, H (2), L) = 0 
ein Zweig, der durch die Gleichung 
(B) F(s, y, x) = 0 


definierten algebraischen Funktion s von y entspricht, der 
sich fiir y = nverzweigt (a> 1), so mu C(x) mit der Ableitung 
von (x) ibereinstimmen; (xz) muf also jedenfalls ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (4) sein. 

Nun kénnte zu y = 7(x) noch eine von C(x) verschiedene mehr- 
fache Wurzel #(x) der Gleichung (a) gehoren, der solche Zweige der. durch 
(B) definierten algebraischen Funktion s von y entsprechen, die sich fir 
y = n(x) verzweigen. Dann ware aber jedenfalls 


der willkirliche Punkt x = c ware also nach den Ergebnissen dieser Nummer 
ein Verzweigungspunkt fiir diejenigen Integrale von (1), die in x = c den 
Wert (c) und deren Ableitungen in x =c den Wert #(c) annehmen. 
Um diese Méglichkeit auszuschlieBen, haben wir, wenn verschiebbare 
Verzweigungspunkte nicht auftreten sollen, als weitere Bedingung hinzu- 
zufiigen: 

(B),. Es muB 


die einzige mehrfache Loésung der Gleichung (a) sein, der 
solche Zweige, der durch (f) definierten algebraischen Funk- 
tion s von y entsprechen, die sich fiir y = 7 verzweigen. 

Ehe wir weiter gehen, deuten wir den in dieser Nummer abgehan- 
delten Fall noch geometrisch. 

Nach (20) ist fiir die a Integrale, die in x = c den Wert 7(c) annehmen, 


Oy a) re dy dy 
ae loan [delene= 7+ Ge) 


also nach der Definition von y 


Geometrisch kénnen wir, indem wir 2,y als Cartesische Koordinaten 
ansehen, jede Integralfunktion durch eine Kurve (Integralkurve) repra- 
sentieren. Die durch (20) in der Umgebung von # = ¢ dargestellten Inte- 
grale werden also a Kurven geben, die einander im Punkte = c, y = n(c) 


dy 


beriihren, da fiir sie in diesem Punkte dy oe gemeinsamen Wert €(c) 
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besitzt. Ferner werden diese a Kurven in diesem Punkte von der Kurve 
y= (x), die wir kurz die Diskriminantenkurve nennen wollen, 
geschnitten, aber nicht beriihrt, da ja 


vorausgesetzt wurde. Der Punkt x=c, y = n(c) ist fir die @ Kurven 
(20) ein sogenannter Riickkehrpunkt. Wir denken uns nun ¢ nicht 
fest, sondern willkirlich, also als veranderlichen Parameter. Dann 
stellt die Gleichung (20) in der Umgebung von z= c das allgemeine 
Integral der Differentialgleichung (4) dar, indem ¢ als willkiirliche Kon- 
_ stante fungiert. Geometrisch haben wir also dann nicht a Kurven, sondern 
a Scharen von unendlich vielen Kurven; diese a Kurvenscharen sind so 
_ beschaffen, da8 die demselben c-Werte entsprechenden a Kurven sich stets 
im Punkte mit der Abszisse « = c beriithren, und daB sie in diesem Punkte, 
der stets ein Riickkehrpunkt ist, von der Diskriminantenkurve y = n(x) 
geschnitten werden. Es ist also y= n(x) der geometrische Ort 
der Riicckkehrpunkte der einander bertihrenden a Scharen 
von Integralkurven'). 


22. Untersuchung der singuliren Integrale. 


Die Lésung 7(“) der Diskriminantengleichung moége nun ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (4) sein, und zwar so, dah 
dn (x i 
(21) oe =a (2) 
eine mehrfache Losung der Gleichung 
F(s, 4 (2), x) = 0 
ist. Das Integral 7(x) befriedigt dann die beiden Gleichungen 


dn , (dy ce = BFE) 
RZ m2) = 0, PF (GL m2) = 0, (F — ae : 


Differentiieren wir die erste Gleichung total nach 2, so folgt mit Ricksicht 
auf die zweite, da®B auch 
OF dyn, OF 
dn dz * Ox 
sein mu. Damit also die Differentialgleichung (1) ein Integral von der 
fiir n(x) angegebenen Beschaffenheit besitzt, ist notwendig, da8 die drei 
Gleichungen 


0 


5, OF OF 
(22) F(s, y, 2) = 9, de (s, y, x) = 0, By a Ben 
ey 3) Veret: G. Darboux, Bulletin des Sciences Mathématiques, T. 4 (1873), 
S. 158. 


Schlesinger, Differentialgleichungen, , 6 
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gleichzeitig befriedigt werden, indem man fir s, y gewisse Funktionen 
von z setzt. 


Wenn man die Differentialgleichung (1) beliebig wahlt und die drei 
Gleichungen (22) ansetzt, so werden sich als gemeinsame Lésungen dieser 
Gleichungen im allgemeinen gewisse diskrete Wertetripel (s, y, 2) er- 
geben. Eine Differentialgleichung (4) besitzt also ,,im allgemeinen’‘ kein 
Integral von der fir 7(x) geforderten Beschaffenheit; die Existenz eines 
solchen bedingt das Bestehen von gewissen Beziehungen zwischen den 
Koeffizienten der Differentialgleichung. 

Unter Voraussetzung des Bestehens der Gleichung (21) lautet (17) 
(S. 78) wie folgt: 

k k+1 


dy — - sks 
(17a) a (BY Ue Beta Yin) Stes, 


wenn wir also wieder 


y¥— n= Ut 
setzen, so ist 
du 
(17b) aut—1 ag geuk + geri ukti t+, 
dx aue2—1—k 


oi du get ge41¥ + gep2u® + -- 


Bedeutet c einen willkiirlichen, nicht ausgeschlossenen 2-Wert 
innerhalb %, so ist g; fiir «= c von Null verschieden, die Differential- 
gleichung (23) hat also in der Umgebung von u = 0, x =c die Form 


(24) ot = we Ble — 0, u), 


wo ‘$(x —- c, w) eine gewohnliche Potenzreihe von x —c und wu bedeutet. 
Wir haben jetzt die beiden Falle 
1) a—1—k=0, 
Il) a—i—k <0 
zu unterscheiden und gesondert zu behandeln. 
Im Falle 1) haben wir, da k eine positive ganze Zahl ist, a—1=k, 
also 
iia. 


Die rechte Seite der Differentialgleichung (24) ist in der Umgebung von 
u=0, x=c holomorph, nach dem Existenztheorem gibt es demnach 
ein und nur ein in der Umgebung von u = 0 holomorphes Integral x, das 
fir u = 0 den Wert c annimmt, und fiir dieses Integral ist die (a — k)-te 
Ableitung die erste, die fiir u = 0 nicht verschwindet; es lautet also: 


L—c= yyue— =e ye ue—*k+t aera (V1 St 0). 
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Nach dem Satze von der inversen Funktion folgt hieraus 
1 2 
u = 6,(% — c)2—* + 6,(a — c)a* + «>, (0, + 0) 
a a+1 

(25) y— = ut = (4 — c)e—* + «(x — c)a—F + --., (e;+ 0)— 

In der Umgebung von x = ¢ stellt uns diese Reihe a —k Integrale 
der Differentialgleichung (1) dar, die fiir x = c den Wert y(c) annehmen 
und daselbst einen Verzweigungspunkt besitzen, wenn a—k> 1 ist. 

Wenn wir dafiir sorgen wollen, da der willkiirliche Punkt x= c 
nicht als Verzweigungspunkt gewisser Integrale soll fungieren kénnen, 
so haben wir also der Differentialgleichung die Bedingung aufzuerlegen, 
daB a—k =1 sei, d. h. 

(C),, Wenn in der Entwicklung (17) (S. 78) die Zahl 
a—1—k& nicht negativ ist, so muB8 sie gleich Null sein. 

Wir wollen nun die Bedeutung der Integrale (25) und ihre Beziehung 
zu dem Integrale y = (x) erértern. Es ist im Punkte x = ¢ nicht nur der 
Wert der a —k Integrale (25) gleich n(c), sondern auch der Wert ihrer 


: Lieven ee 
ersten Ableitungen stimmt fir «=c mit dem Werte von a liberein, 


da ja nach (25) 


ist. Betrachten wir wiederum, ahnlich wie in der vorigen Nummer, ¢ als 
willkiirliche Konstante oder als veranderlichen Parameter, so liefert (wie 
dort) die Gleichung (25) die Darstellung des allgemeinen Integrals 
von (1) in der Umgebung von x= c. Geometrisch gedeutet, stellt (25) 
a — kScharen von Integralkurven dar; die Diskriminantenkurve y = 7(2), 
die jetzt selbst auch eine Integralkurve ist, hat die Eigenschaft, daB sie 
injedem ihrer Punktex =c, y = n(c) vondena — k& zusammengehorigen 
und einander beriihrenden Individuen der Scharen (25) beriihrt wird, 
sie stellt also die Enveloppe dieser a— Scharen von Integralkurven 
dar. Der Unterschied gegentiber dem in der vorigen Nummer behandelten 
Falle besteht also darin, da8 dort jeder Punkt « = c, y = n(c) der Diskri- 
minantenkurve y = (x) ein Riickkehrpunkt, also ein singularer Punkt 
gewisser Integralkurven war, wahrend hier die Diskriminantenkurve 
y = (x) selbst eine Integralkurve ist, die in jedem ihrer Punkte x = ¢, 
y = n(c) gewisse a—k Integralkurven berihrt. Der Berithrungspunkt 
ist aber im geometrischen Sinne nicht notwendig ein singu- 
larer Punkt jener a —k Integralkurven. In der Tat hat man z. B. fiir 
a = 2, fiir die Kurven (25) in der Umgebung von x = ¢ die Entwicklung 


y = nl) + &(% —e)? + e(@ —c)® + -- : 
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Man nennt das Integral y = 7(x) in diesem Falle ein singulares (vel. 
INES. 5710). ; 

Die Bedeutung eines singuléren Integrals ist also die, 
da®& es als Enveloppe einer von einer. willkiirlichen Kon- 
stanten abhangigen Schar von Integralkurven erscheint. 

Denkt man sich diese Schar von Integralkurven durch eine Gleichung 
von der Form 

(26) Dy, x, c) = 0 


zwischen y, © und der willkirlichen Konstanten c dargestellt, se ergibt 
sich, wie aus den Elementen der Differentialrechnung bekannt ist, die 
Enveloppe durch Elimination von ¢ zwischen (26) und der Gleichung 


o® 
Och 
Eine Gleichung von der Form (26) nennt man eine allgemeine Inte- 
gralgleichung der Differentialgleichung (4). Gibt man dem c einen 
speziellen konstanten Wert, so liefert die Gleichung (26) ein sogenanntes 
partikulares Integral; das singulare Integral, oder die Enveloppe unter- 
scheidet sich von den partikularen Integralen dadurch, daf es im allge- 
meinen aus (26) nicht durch Spezialisierung der Konstanten ¢ hervorgeht. 
In gewissen besonderen Fallen kann allerdings auch die Enveloppe durch 
die Gleichung (26) fiir einen speziellen konstanten Wert von c gegeben 
werden; in ‘einem solchen Falle sagt man, da (x) zugleich singulares 
und partikulares Integral von (1) sei. In bezug hierauf wird die Betrach- 
tung des Falles Il) lehrreich sein, der wir uns jetzt zuwenden. 
Es sei also a — 1 — k < 0, dann lautet die Differentialgleichung (47b) 


Ghia oie 
da. aay a uk—a+1(g;, pele oh orate hag =) 


0. 


ihre rechte Seite ist also in der Umgebung von x = c, u = 0 holomorph. 
Es gibt folglich ein und nur ein in der Umgebung von x = c holomorphes 
Integral u, das fiir x = c verschwindet; dieses Integral ist aber offenbar 
u = Oselbst. Die Differentialgleichung (17a) besitzt demnach als einziges 
Integral y, das fir x = c den Wert 7(c) annimmt und nach irgendwelchen 
Potenzen von x — c entwickelbar ist, das Integral y = 7 (x), das also hier 
nicht als Enveloppe einer Schar von Integralkurven, d. h. nicht als singu- 
Jares, sondern als partikuldres Integral auftritt. Es ist aber natiirlich 
nicht ausgeschlossen, daf fiir einen andern, ebenfalls zur mehrfachen 
Wurzel ¢(x) der Gleichung 
F(s, n(x), xL) = 0 

gehorigen, f-ghedrigen Zyklus von Zweigen der algebraischen Funktion 
s von y die Entwicklung in der Umgebung von y = 7 die Form 


“0 UNG SMAI DoS ed 3S ee ta Sere ME SEY ea on ht 8. ‘ 
Ree eh ‘ ? 
fe Wan errs ¥ 28 j . 


Us 
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| Z Dime 
s— E(2) =Aly—n)P +hyy—n)? +---, (h, + 9) 


hat, wo 6B —1—A=O ist, so daB also diesem Zyklus entsprechend, 
- y= 7(z) als Enveloppe einer (8 — A)-fachen Schar von Integralkurven 
auftritt. In einem solchen Falle fungiert also (a) wirklich zugleich als 
partikulares und als singulares Integral (vgl. oben S. 84). 

Da in dem Falle I1) « =c kein Verzweigungspunkt sein kann, ist 
dieser Fall, wenn man zu erreichen sucht, da8 die Integrale der Differen- 
tialgleichung (1) keine verschiebbaren Verzweigungspunkte besitzen sollen, 
als zulassig zu betrachten; dem Satze (C), ist also hinzuzufiigen: 

(C),. In der Entwicklung (13a) (S. 78) von s darf die Zahl 
a—1—k negativ sein, 
oder indem wir (C), mit (C), vereinen: 

(C). In der Entwicklung (13a) (S.78)mu8 k > a— 1 sein. 


23. Untersuchung der Fille, wo der Koeffizient der héchsten 
Potenz der Ableitung zugleich mit der Diskriminante verschwindet, 
und wo das Integral selbst unendlich wird. 


Ks sei nun y = (2) eine gemeinsame Losung der beiden Gleichungen 
A,(y,7) =0, Dy, x) = 9, 

dann besitzt die Gleichung 

F(s, n(x), “) = 0 
die mehrfache Wurzel s = oo. Dieser entsprechen gewisse Zykeln von 
Zweigen, der durch die Gleichung 

E(si yy ae) 0 
definierten algebraischen Funktion s von y, die fiir y = 7(x) den gemein- 
samen Wert s = oo annehmen, also in y = 9(x) algebraisch unendlich 
werden. Betrachten wir einen solchen a-gliedrigen Zyklus, so wird dieser 
in der Umgebung von y = 7(x) in der Form (14a) (S. 76), also in der Form 

k 1 % 

(AU asic as MBoia eM 1)? +See ae = *) 
dargestellt, wo k eine positive ganze Zahl bedeutet, die wir uns so gewahlt 
denken, da g, nicht identisch verschwindet. Bedeutet 8 den Bereich der 
z-Ebene, innerhalb dessen die Funktion 7(x) holomorph ist, so sind die 
2» 1 --- ebenfalls innerhalb ¥% holomorphe Funktionen von x. Die- 
jenigen x-Werte, fiir die gy gleich Null wird, denken wir uns ausgeschlossen. 

Setzen wir # an die Stelle von s, so folet aus (27) die Differential- 

x 
gleichung: 
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und wenn wir wiederum 


y— 4 = ur 
einfiibren: 
du d 
CLD MEN Pte er Lt u* (89 + &iu+--*), 
= aukte—1 ae = 4 = 


d meen = ; Fy fae) 
— uk + 8+ gu + mh eie 
Ist nun « = ein beliebiger innerhalb 6 gelegener Wert, der nicht 
zu den ausgeschlossenen gehdort, fiir den also gy nicht verschwindet, so ist 
in der Umgebung von + = c, u = 0 


ey = awt+o—! R(x4 —e, u), 


wo $(x —c, w) eine gewohnliche Potenzreihe von x —c und wu bedeutet. 
Da jedenfalls 
k+a—1i>0 

ist, so besitzt diese Differentialgleichung nach dem Existenztheorem der 
Nr. 9 ein wohlbestimmtes, in der Umgebung von u =0 holomorphes 
Integral x, das fir w= 0 den Wert c annimmt. Da die (k + a)-te Ab- 
leitung dieses Integrals die erste ist, die fir u = 0 nicht verschwindet, 
so lautet seine Entwicklung in der Umgebung von u = 0: 


Y—c= yuk « =i. yo art oS =oreet (V1 on 0) 
also folgt nach dem Satze von der inversen Funktion 
1 2 
a = 6,(4 — ct + 6,(” — c)Pte + sieilou (6, + 0) 


woraus sich fiir y die in der Umgebung von x = ¢ giiltige Entwicklung | 


a a+ 

yY=N + £4(x — c)kra + E_(% — c)kte to++- 
ergibt. Wir haben also k + a Integrale, die fiir = ¢ den Wert y = n/(c) 
annehmen, und diese Integrale besitzen, dak + a> 1 ist, ina = c jeden- 
falls emen Verzweigungspunkt. Im iibrigen ist dieser Fall dem in den 
Nummern 20, 21 behandelten ganz analog; da namlich 7(x) in der Um- 


gebung von z = c holomorph ist, so ist a fir x =c endlich, also von 


s = 00, was hier dem C(x) der Nr. 24 entspricht, verschieden. 
Soll das Auftreten von verschiebbaren Verzweigungspunkten aus- 
geschlossen sein, so darf der hier diskutierte Fall nicht auftreten, d. h.: 
(D). Die Gleichung Aj,(y, x) =O darf keine Lésung y = n(z) 
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besitzen, die auch die Diskriminantengleichung D(y, x) =0 
befriedigt. , 
Damit ist das Verhalten der Integrale der Differentialgleichung in 

allen denjenigen Fallen erledigt, wo x keinen der ausgeschlossenen Werte 
annimmt, und wo das Integral in dem betreffenden «-Punkte einen he- 
stimmten endlichen Wert besitzt. Um das Verhalten eines Integrals in der 
Umgebung eines solchen nicht .ausgeschlossenen x-Punktes zu disku- 
tieren, wo dieses Integral selbst unendlich wird, hat man nur 

4 

Da 
zu setzen und fiir die Differentialgleichung in z das Verhalten derjenigen 
Integrale zu untersuchen, die in dem betreffenden z-Punkte verschwinden. 
Da nach den Ergebnissen der eben abgeschlossenen Untersuchung z in der 


‘Umgebung eines jeden solchen 2-Wertes nach ganzen oder gebrochenen 


positiven Potenzen des Inkrements entwickelbar ist, so ist ein solcher 
x-Wert fiir ein daselbst unendlich werdendes Integral y entweder ein ein- 
facher Pol oder eine algebraische Unendlichkeitsstelle, je nachdem das 
in diesem Punkte verschwindende Integral z in der Umgebung desselben 
holomorph ist oder sich verzweigt. 

Wenn wir fiir die Integrale von (1) das Auftreten verschiebbarer 
Verzweigungspunkte vermeiden wollen, so werden wir also dafiir sorgen 
miissen, da ein willkiirlicher Punkt x (der nicht zu den ausgeschlossenen 
gehort) kein Verzweigungspunkt fiir das in diesem Punkte verschwindende 
Integral z sei. Wir werden also die Differentialgleichung fiir z den Be- 
dingungen (A), (B), (C), (D) zu unterwerfen haben, d. h.: 

(KE). Setzt man in der Differentialgleichung (1) fir y 
den Wert z ein, so miissen die Bedingungen (A), (B), (C), (D) 
auch fir die sich so ergebende Differentialgleichung er- 
fullt sein. 

Wenn wir jetzt die Gesamtheit der Punkte x ins Auge fassen, die 
wir fiir die Differentialgleichung (1) als auszuschliefiende bezeichnet haben, 
und noch diejenigen Punkte hinzufiigen, die fiir die Differentialgleichung 
in z aus Ahnlichen Griinden auszuschlieBen sind, wenn wir ferner noch 
feststellen, ob der Punkt x = oo auszuschliefen ist oder nicht, was durch 
die Substitution 

fi 


eke 
und Untersuchung des Punktes é = 0 fiir die transformierte Differential- 
gleichung geschehen kann, so erhalten wir eine gewisse Menge von 2-Werten, 
die wir als die festen singularen Punkte der Differentialglei- 
chung (1) bezeichnen werden. Wir wollen auch hier — wie in der Nr. 14 — 


/ 
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der Einfachheit wegen annehmen, daf die festen singulaéren Punkte isoliert 
liegen. Dies wird z. B. stets zutreffen, wenn in F(y', y, 7) die A,(y, 2) 
auch ganze rationale Funktionen von z sind. 

Umgeben wir dann jeden dieser Punkte mit einer unendlich kleinen 
Kurve und legen Querschnitte von diesen Kurven aus nach 7 = oo hin, 
so erhalten wir eine einfach zusammenhangende Flache T. In der Um- 
gebung jedes Punktes dieser Flache kennen wir das Verhalten derjenigen 
Integrale, die in diesem Punkte einen bestimmten endlichen oder unendlich 
groBen Wert annehmen; jedes solche Integral ist in dieser Umgebung in 
ahnlicher Weise entwickelbar wie eine algebraische Funktion von , d. h. 
nach ganzen oder gebrochenen, positiven oder negativen Potenzen des 
Inkrements, wo aber immer nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen 
auftreten kann, d. h. es verhalt sich innerhalb T algebroid. 

Die Méglichkeit, daB® ein Integral der Differentialgleichung (1) fir 
einen Punkt von 7 sich tiberhaupt keinem bestimmten endlichen oder 
unendlich groBen Werte nahert, d. h. unbestimmt ist, kann ganz in derselben 
Weise abgewiesen werden, wie in der Nr. 14 in dem dort betrachteten 
Falle einer Differentialgleichung, die die Ableitung von y als rationale 
Funktion von y definiert +). Man hat zu diesem Zweck nur diejenigen 
Werte 71, 42, ---, ), aufzusuchen, die so beschaffen sind, da ein Integral 
y von (1), das fiir x = x, einen dieser Werte wirklich annimmt, in der 
Umgebung von x = 2, einen Pol oder einen algebraischen Verzweigungs- 
punkt besitzt, und weiter genau so zu schlieBen wie in der Nr. 14. Wir 
haben demnach den allgemeinen Satz: 

Alle Integrale der Differentialgleichung (1) besitzen 
in der Umngebung eines Punktes der Flache T den Charakter 
von algebraischen Funktionen der unabhangigen Variabeln. 

Wir werden also zu der einfachsten Klasse von Differentialgleichungen 
gefiihrt werden, wenn wir die Differentialgleichung (1) so einrichten, da8 
ihre Integrale innerhalb 7 den Charakter von rationalen Funktionen 
besitzen, d. h. so, daf innerhalb von T keine Verzweigungspunkte der Inte- 
grale auftreten. Fiir diese Klasse von Differentialgleichungen, die Fuchs 
zuerst charakterisiert hat, sind also alle Verzweigungspunkte der Integrale 
fest; wenn man das Verhalten ihrer Integrale in der Umgebung der festen 
singularen Punkte der Differentialgleichung kennt, so kann man, wie fiir 
die Riccatische Differentialgleichung, den analytischen Charakter eines 
durch seine Anfangswerte bestimmten Integrals in der ganzen a-Ebene 
als bekannt ansehen. Wir kennen auch schon die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen, denen die Differentialgleichung (1) zu unter_— 


1) Vergl. hierfiir Painlevé, Lecons, 8. 56ff.; Picard, Traité III (1908), 
S. 44; Forsyth, Theory etc., Vol. Il, S. 266ff. 
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werfen ist, damit sie zu dieser Klasse gehére. Sie ergeben sich aus den 
Bedingungen (A), (B), (C), (D), (E). Ehe wir auf eine Zusammenfassung 
dieser Bedingungen und auf die weitere Diskussion der Differential- 
gleichungen, die denselben geniigen, eingehen, wollen wir noch einige 


Bemerkungen iiber die singulairen Integrale zusammenstellen und ein _ 


Beispiel fiir das Auftreten dieser Integrale vorfithren. 


24. Uber die Theorie der singuliiren Integrale. 


Das Auftreten von singularen Integralen hat schon die Analysten 
des 18. Jahrhunderts beschaftigt, und hat bis in die neueste Zeit den Gegen- 
stand vielfacher Erérterungen und Untersuchungen gebildet. Der erste, 
der die Existenz dieser Art von Integralen wahrgenommen hat, war Clai- 


-raut!'). Er betrachtete die Differentialgleichung 


dy dy\? dy ae 

aay Rye) = ee 
fiir die 
F(s,y, 2) = 3° (rx+1)sty= 
F'(s,y, 2) =2s— (x + 1) = 0, 
99 Sel 

Dy) =y—(7 5) =0 
ist. Die Diskriminantengleichung besitzt als einzige Lésung 


UE aNd a= (? cs =) 


4 


die Gleichung 
v 4\2 
Pls, nay) = 8 — (e+ s+["Z >) =0 
besitzt als mehrfache (doppelte) Wurzel 


-e2+1 
SiO ea = 5 > 
es ist also 
n(x) 
C(r) = AI 
Die Entwicklung (17a) (S. 82) ergibt sich unmittelbar in der Form 
dy — 
(29) oat =(n—y), 


wir haben also k = 1, a= 2, a—1—k =O, es liegt somit der Fall I) 


a) ALC. Clairaut, Histoire de Académie de Paris, 1734, S.196ff. Uber 
hierher gehdrige friihere Bemerkungen Taylors vergl. M. Cantor, Geschichte 
der Mathematik, Bd. III (1901), S. 460. 
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der Nr. 22 vor, d. h. (x) ist ein singulares Integral. Aus (29) folgt 
durch Integration 
1 
Dr Oa (= Y) 8 
wo ¢ die willkiirliche Konstante bedeutet; also haben wir (vgl. (25)) 


y—n=—3(e— oy, 
woraus sich, wenn wir ¢c, = 3 (1 + c) setzen, 
(30) y=—G+(@+1)q 


als allgemeines Integral mit der willkiirlichen Konstanten c, ergibt. Diese 
Gleichung stellt geometrisch eine Schar von geraden Linien dar, 
als deren Enveloppe sich in der Tat die durch das singulare Integral 


e+ 1\2 
pes 


reprasentierte Parabel ergibt. 
Wie man bemerkt, erhalt man die allgemeine Integral- 
gleichung (30) aus der Differentialgleichung (28), indem man 


A durch die willkirliche Konstante c, ersetzt. 


In ahnlicher Weise wird auch die allgemeine Gleichung 
ey dy 
(31) y=oe +t), 


wo f eine beliebige Funktion von “ mit konstanten Koeffizienten bedeutet, 


integriert. Man bezeichnet diese Gleichung gewodhnlich als Clairautsche 
Differentialgleichung. Man gelangt zu ihrem allgemeinen Integrale, indem 
man die Gleichung differentiiert. In der Tat ergibt sich durch Differen- 
tiation 


dy dy Py  ,,(dy\ dy 
da Yoga + 1 (52) ga 


wo f’ die Ableitung von f¢ bedeutet; und hieraus folgt weiter 
d*y , (dy 
da? (« ie (a) 7 
d 
z+ fi (7) =0 


liefert im Falle der Differentialgleichung (28) das singulare Integral. 
Die Gleichung 


Die Gleichung 


Gh S. 
dea 
gibt zweimal integriert 
Y = Ch + Cy, 


24. Uber die Theorie der singularen Integrale. Ol 


WO ¢,, C, Integrationskonstanten bedeuten; setzt man diesen Wert von y 
in die Differentialgleichung (31) ein, so kommt 


CX + Cy = XC, + f(), 
d. h. c, = f(c,), es ist also in der Tat 
y = et + fc) 
das allgemeine Integral. 
Wie wir in der Nr. 22 bemerkt haben, mu8 ein singulares Integral 
n(x) der Differentialgleichung (1) die Eigenschaft haben, da die drei 
Gleichungen (22) (S. 84 ) befriedigt werden, wenn man 
dn(x) 
ya nie, «= 202) 
setzt. Daraus folgt (vgl. a. a. O.), daB eine Differentialgleichung (1) im 
allgemeinen kein singulares Integral besitzt. Andererseits haben wir 
gesehen, daB sich, wenn die allgemeine Integralgleichung (26) 


; DO a. C)j—=\0 
bekannt ist, durch Elimination von c zwischen dieser Gleichung und 
ab 
Oct 


das singulére Integral ergibt. Da nun diese Elimination im allgemeinen 
méglich ist, schlo’ Lagrange’), der dieses Verfahren zur Auffindung des 
singularen Integrals zuerst angegeben hat, daf eine Differentialgleichung 
(1) im allgemeinen ein singulares Integral besitzt. Dieser scheinbare Wider- 
_ spruch galt lange Zeit hindurch als unlésbares Paradoxon. Hamburger, 
dem wir in bezug auf die Theorie der singularen Integrale in unseren Aus- 
einandersetzungen gefolgt sind, hat aber gezeigt *), daB ein genaues Stu- 
dium der allgemeinen Integralgleichung (26) zu ebendenselben Bedingungen 
fir die Existenz eines singuléren Integrals fiihrt, wie das Studium der 
Differentialgleichung selbst. Diese zuerst von Hamburger aufgestellten 
Bedingungen lauten nach den Ergebnissen der Nummern 21, 22 zusammen- 
gefaBt wie folgt: 

Wenn y = n(x) eine Lésung der Diskriminantengleichung ist, so 
sind drei Falle méglich: 

1) y= n(x) ist keine Losung der Differentialgleichung (1); dann 
sind diejenigen partikularen Integrale y von (1), die in dem willkiirlichen 
Punkte x =, in dessen Umgebung (x) holomorph ist, den Wert 7(c} 
annehmen, in der Umgebung von x = ¢ in der Form 


(y) y—n = B(x —e) 
entwickelbar, wo %8(x —c) eine nach positiven ganzen oder gebrochenen 


a) 1774, J. L. Lagrange, Oeuvres, Bd. IV, S. 1ff.; vergl. ebenda S. 585ff. 
2) M. Hamburger, Crelles Journal, Bd. 112 (1893), 8S. 205ff. 
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Potenzen von x —c fortschreitende Reihe bedeutet, in der der Exponent 
des Anfangsgliedes nicht gré8er ist als Eins. 

2) y = n(x) ist ein singulares Integral, d. h. Enveloppe einer Schar 
von Integralkurven; dann haben diese Integralkurven in der Umgebung 
von x = c eine Entwicklung von der Form (y), in der der Exponent des 
Anfangsgliedes (vgl. (25)) gréfer ist als Eins. 

3) y = n(%) ist ein partikuléres, eventuell zugleich ein singulares 
Integral; dann ist fiir eine Gruppe von Integralen, die in z = c den Wert 
y(c) annehmen, y — 7(x) = 0, und wenn fiir die iibrigen dieser Integrale 
der Anfangsexponent der Entwicklung (y) nicht gréfer als Eins ist, so 
ist 4(“) nur ein partikulares, wenn dagegen fiir einige dieser Integrale 


_der Anfangsexponent gréfer als Eins ist, so ist 4(x) zugleich partikulares | 


und singulares Integral. 

Auf eine Wiedergabe der an die allgemeine Integralgleichung an- 
schlieBenden Untersuchungen von Hamburger konnen wir hier nicht ein- 
gehen, da das genaue Studium dieser Integralgleichung Hilfsmittel aus 
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erfordert '). 


ii 1) Vergl. dafiir Horn, Differentialgleichungen, Sammlung Schubert L (1905), 
S. 348 ff. 
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Differentialgleichungen mit festen Verzweigungs- 
punkten. 
25. Zusammenfassung der Bedingungen fiir das Nichtauftreten 
verschiebbarer Verzweigungspunkte. 
Briot- und Bouquetsche Differentialgleichungen. 


Wie schon am Schlusse der Nr. 23 bemerkt wurde, enthalten bereits 
die im vorigen Kapitel unter (A) bis (E) formulierten Bedingungen 
die notwendigen und hinreichenden Einschrankungen, denen die Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung 


d dy\™ 
(1) F( ys x) = Agly; 2”) é4 + +--+ Anly, 2) = 0 


zu unterwerfen sind, damit die Integrale innerhalb der in der Nr. 23 mit T 
bezeichneten Flache den Charakter rationaler Funktionen haben, oder, 
wie wir mit Fuchs kurz sagen wollen, damit die Differentialgleichung (1) 
nur feste Verzweigungspunkte besitze. 

Zunachst ergibt die Zusammenfassung der Bedingungen (A) (S. 75) 
und (D) (S. 86), daB die Gleichung A,(y, x) = 0 tiberhaupt keine (end- 
liche) Lésung y besitzen darf, d. h. die ganze Funktion A,(y, x) mu’ von y 
unabhangig, also eine blofe Funktion von x sein. Dann kann man aber 
mit dieser Funktion von x durchdividieren und erhalt so als Koeffizienten 
der héchsten Potenz der Ableitung in (1), die Eins. 

Setzen wir in (1), wo also jetzt A,(y, 7) = 1 vorausgesetzt wird, 

Ue : ? 
so folgt fiir z die Differentialgleichung 


4\m dz m 4 — 4\m—1 dz m—1 
a (~a) a) +4 (54)Ge) G@) 
+114 An(=, 2) =0. 


Wenn wir hierin die Nenner durch Multiplikation mit einer geeigneten 
Potenz von z entfernen, d. h. die Differentialgleichung so umformen, daf 


94  Viertes Kapitel. Differentialgleichungen mit festen Verzweigungspunkten. 


ihre Koeffizienten ganze rationale Funktionen von z sind, so miissen nach 
(E) (S. 87) auch fiir diese Differentialgleichung die a a (A) und 


(D) erfiillt, d. h. der Koeffizient der m-ten Potenz von =- Ae = muB von z unab- 


hangig sein. Hieraus folet aber, daf& der Koeffizient A,(y, x) in (4), fir 
k =1,2,...,m, in y héchstens vom 2k-ten Grade ist. 

Was Ae Bedingungen (B) (S. 79, 80) und (C) (S. 85) anlangt, so ist 
zu bemerken, dafi jeder von Null verschiedenen Lésung y = 7(x) der 


Diskriminantengleichung D(y,x)=0 von (1) eine Lésung AAG) 


der Diskriminantengleichung D,(z,x)=0 der Differentialgleichung (2) 
in z entspricht. Soweit also solche Lisungen von D,(z, x) = 0 in Frage 
kommen, sind die Bedingungen (B) und (C) fiir die Differentialgleichung 
(2) von selbst erfiillt, wenn sie fiir (1) gelten. Es kann aber vorkommen, 
da8 die Diskriminante D,(z, x) von (2) noch eine Potenz von z als Faktor 
enthalt; in diesem Falle miissen die Bedingungen (B) und (C) fir die 
Lésung z = 0 ausdriicklich hinzugefiigt werden '). 

Wir erhalten so den folgenden, im wesentlichen von Fuchs her- 
rihrenden Satz 2): 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafir, 
dafi die Integrale der Differentialgleichung (1) nur feste Ver- 
zweigungspunkte besitzen, sind: 

1) Die Differentialgleichung hat die Form 


d d m a m—1 ; 
(hy, 2) = (7) + Aily,2 x) (2) oss b'Am(y, ©) = 0, 


wo A,(y,x),...,Am(y,v%) ganze rationale Funktionen von y 
mit von # abhangigen Koeffizienten bedeuten und A,(y, 2) 
hochstens vom Grade 2kin yist, fiir k = 1,2,...,m. 

2) Ist y = n(x) eine Lésung der Diskriminantengleichung 
Diy, x) =0 und s = (xz) eine mehrfache Wurzel der Gleichung 


(a) Fs, n(x), x) aie 0, 
der solche Zweige der durch 
(8) ’ F(s, y, 4) = 0 


definierten algebraischen Funktion s von y entsprechen, 


1) Dies ist z. B. der Fall fiir die Differentialgleichung 
( m 
[ies fe) = (y — fix)ymtr, 
wo m und r teilerfremde positive ganze Zahlen sind. Dieses Beispiel riithrt von 
Hill und Berry her (Proc. of the London Math. Soc. (2), 9, 1910, S. 231), die 
_auf diese zuletzt genannte Bedingung ausdriicklich hingewiesen haben. 
*) L. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte 1884, S. 707: Werke II, 8, 364. 
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die sich fiir y= (x) verzweigen, so mu C(x) mit a iiber- 


einstimmen, also n(x) jedenfalls eine Liésung der Differen- 
tialgleichung sein. 
3) In der Entwickelung dieser Zweige nach Potenzen ~ 


von y— 7(2) 
k k+1 


dy = ahd 
Re ie ek dierent eel A es a nts (g% + 9) 


mui k> a—4 sein. 
4) Die Bedingungen 2) und 3) miissen auch erfillt sein 
fir die Differentialgleichung, die aus der gegebenen durch 


: ; 4 
die Transformation z par hervorgeht. 


Die durch diese Bedingungen charakterisierte Klasse von Differen- 
tialgleichungen der Form (1) spielt also hier dieselbe Rolle, wie die Riccati- 


: ; : : L : 
sche unter den Differentialgleichungen, in denen - als rationale Funk- 


tion von y gegeben wird. 

Ein interessanter und wichtiger Spezialfall von Differentialgleichungen 
der Form (1), die in diese Klasse gehéren, d. h. keine verschiebbaren Ver- 
zweigungspunkte besitzen, ergibt sich, wenn wir die Koeffizienten der 
Differentialgleichung, d. h. also die 

: Ay, x), rece) Anly, £) 
als von x unabhangige, ganze rationale Funktionen von y (mit konstanten 
Koeffizienten) voraussetzen. In diesem Falle enthalt also F die 
unabhangige Veradnderliche tiberhaupt nicht explizite, wir 
koénnen die Differentialgleichung demnach in der Form 


(3) F(Z, ¥) =0 
schreiben. 

Im Falle der Riccatischen Differentialgleichung (Nr. 17, S. 66) 
lieB sich der analoge Fall durch elementare Integration erledigen, das 
ist hier nicht méglich, wir kénnen aber, ahnlich wie in der Nr. 47, 
folgenderma8en schlieBen: 

Offenbar bleibt die Differentialgleichung (3) ungedndert, wenn wir 
a +c an die Stelle von x setzen, wo c eine willkiirliche Konstante 
bedeutet; ist also 

y =f) 
eine Lésung von (3), so ist auch f(z + c) eine Lésung, und zwar, da sie 
eine willkiirliche Konstante enthalt, die allgemeine Lésung. 

Ware nun z. B. der im Endlichen gelegene Punkt x = 2, ein Ver- 
zweigungspunkt der Integrale von (3), so wiirde auch x + cfiir gewisse 
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Integrale als Verzweigungspunkt fungieren; dies ist aber nicht moglich, da 
die Verzweigungspunkte nicht verschiebbar sein sollten. Ware ein solcher 
Punkt «=z, eine wesentlich singulare Stelle der Integrale, so 
muBte auch z, + ¢ fiir gewisse Integrale eine solche Stelle sein, aber auch 
dies ist nicht méglich, da wir wissen, da sich jedes Integral innerhalb 
der Flache 7 algebroid verhalt, es kann also nicht ein willkiirlicher Punkt 
x) +c als wesentlich singulare Stelle fungieren. Die Integrale von (3) 
verhalten sich demnach fiir alle endlichen Werte von z wie rationale Funk- 
tionen. Es kann aber auch der unendlich ferne Punkt z = o kein Ver- 
zweigungspunkt sein, denn ware dies der Fall, so mtiBte es geschlossene 
Wege in der z-Ebene geben, auf denen fortgesetzt die Integrale von (3) 
eine Wertanderung erfahren; da aber die Integrale in der Umgebung jedes 
Punktes, der innerhalb des von einer geschlossenen Kurve begrenzten 
endlichen Gebietes der x-Ebene liegt, sich wie rationale Funktionen ver- 
halten, ist es nicht méglich, dafi sie langs einer solchen Kurve fortgesetzt 
eine Wertanderung erfahren. Dagegen kann x = 00 eine wesentlich singu- 
lare Stelle sein, und tiberdies kénnen die Integrale im Endlichen gelegene 
Pole haben. Wir haben also den Satz: 

Wenn eine Differentialgleichung von der Form (1) die 
unabhangige Veranderliche nicht explizite enthalt und ihre 
Integrale keine mit den Anfangswerten verschiebbare Ver- 
zweigungspunkte besitzen, oder mit anderen Worten, wenn 
in einer Differentialgleichung, die den Fuchsschen Bedin- 
gungen 1) bis 4) gentigt, die Koeffizienten der ganzen ra- 
tionalen Funktionen 

Ay(Y, x), oa ) AnlY, x) 
von y, Konstanten sind, so sind die Integrale dieser Diffe- 
rentialgleichung eindeutige Funktionen von a, die nur im 
Unendlichen einen wesentlich singuliren Punkt besitzen 
kénnen. 

Die notwendige und hinreichende Form dieser Differentialgleichungen 
ergibt sich, wenn man die Koeffizienten einer Differentialgleichung von 
der Form (3) den Fuchsschen Bedingungen 1) bis 4) unterwirft. Die so 
entstehende Klasse von Differentialgleichungen haben Briot und 
Bouquet!) zuerst aufgestellt und untersucht, man nennt sie darum 
gewohnlich die Briot- und Bouquetschen Differentialgleichun- 
gen. Ihre Eigenschaften werden sich als besondere Falle der Eigen- 
- schaften der allgemeinen Differentialgleichungen mit festen Verzweigungs- 
punkten ergeben, zu deren Darlegung wir jetzt iibergehen. 


BS) Briot et Bouquet, Journal de l’Ecole Polytéchnique, Cah. 36, S. 199 ff. 
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26. Rang einer algebraischen Gleichung. 
Rang Null, Eins und Zwei. 


Bei allen Integrationsproblemen, die sich auf algebraische Funk- 
tionen einer Variabeln beziehen, spielt eine Klassifikation dieser Funk- 
tionen eine ttberaus wichtige Rolle, die zuerst Riemann in seiner Theorie 
der Abelschen Funktionen ') allgemein eingefiihrt hat. 

Hat man namlich eine durch die irreduzible Gleichung m-ten Grades 
m s 

(4) F(s,y) = 0 
definierte algebraische Funktion s von y, und handelt es sich darum, 
das Integral 

i sdy 
auszurechnen, so zeigt sich, daf die Schwierigkeit dieses Problems nicht 
von dem Grade m der Gleichung (4), sondern von einer anderen Zahl ab- 
hangt, die Riemann durch p bezeichnet, und die von Clebsch das Ge- 
schlecht der durch (4) definierten algebraischen Kurve, von Weier- 
stra8 der Rang der Gleichung (4) oder der algebraischen Funktion s von 
y genannt worden ist. Diese positive ganze Zahl hat die merkwiirdige 
Eigenschaft, ungedndert zu bleiben, wenn man von der Gleichung (4) 
durch die Substitution 
eae wie 


») eae y(o, ”)s 
wo g, yrationale Funktionen der beiden neuen Variabeln o, 4 bedeuten, 
zu einer Gleichung zwischen o und 7 

(6) P(o, n) = 0 
ubergeht, vorausgesetzt, daB sich aus den Gleichungen (4), (5) auch umge- 
kehrt o, 7 als rationale Funktionen, der durch die Gleichung (4) mitein- 
ander verkniipften Variabeln s, y 

Oe I(s, Y), 

”) li = g(s,y) | 
ausdriicken lassen. Man nennt eine solche Transformation (5) eime ein- 
deutig umkehrbare rationale oder auch eine birationale Trans- 
formation. 

Wenn z. B. in (4) der Grad m = 2 ist, so darf man ohne wesentliche 
Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen, daf diese Gleichung die 
Form : 

(8) s° = R(y) 


1) 1857, B. Riemann, Werke, 1892, S. 88ff.; vergl. z. B. Appell und 
Goursat, a.a.O. S. 222ff.; Picard, Traité IJ (1905), S. 417ff. 
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besitzt, wo R(y) eine ganze rationale Funktion von y bedeutet, die in 
Jauter voneinander verschiedene lineare Faktoren zerlegt werden kann; es 
sel 
(9) Rly) = (y¥ — U)(y — ag)... (Y — Gn), 

wo also @,, dp, ..-, a, simtlich voneinander verschieden sind. Man nennt 
eine Gleichung von der: Form (8) allgemein eine hyperelliptische. 
Fir eine solche bestimmt sich die Riemannsche Zahl p oder der Rang 
so, da® fiir ein ungerades n, 


dagegen fiir ein gerades n 


Pp a 


ist. Die Gleichung ist also fir n = 2p + 1 und n = 2p + 2 vom Range 
p, da. h. 

fir n = 1, 2 vom Range p = 0, 

» n=3,4 ,, ” p=41, 

pt ileal o RNG Oe Me Leal nao pS Wo 
Im Falle p = 0 kann man, wie aus den Elementen der Integralrechnung 
bekannt ist, das Integral 

(10) SP(s, y) dy, 
wo P eine rationale Funktion der durch die Gleichung (8) verknipften 
Variabeln s, y bedeutet, durch elementare Funktionen (algebraische Funk- 
tionen, Logarithmus, Arcustangens) in expliziter Form berechnen. Es 
gelingt dies dadurch, da’ man in diesem Falle (n = 1, 2) in einfachster 
Weise eine rationale Funktion 

t= x(s, y) 
von s und y auffinden kann, durch die sich s und y rational so dar- 
stellen lassen, 

s= 9(t), 

y= vl), 
da8 diese beiden Ausdriicke in (8) eingesetzt die Gleichung identisch, 
d. h. fir jeden Wert vont befriedigen. Fiihrt man dann in (10) ¢ als neue 
Variable ein, so erhalt man 

SP(s, y) dy =/P( p(t), p(t) pe) at, 

_ d. h. das Integral einer rationalen Funktion von t. 

Im Falle p= 1, wo also R(y) eine ganze Funktion dritten oder 
vierten Grades ist, gelingt die explizite Darstellung eines Integrals von 
der Form 

J P(s, y) dy 
durch elementare Funktionen im allgemeinen nicht mehr; das Integral ist 
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ein elliptisches. Ebensowenig ist eine explizite Berechnung dieses 
Integrals méglich, wenn s durch eine Gleichung von der Form (8) definiert 
ist, wo p > 1 ist, in welchem Falle das Integral ein hyperelliptisches 
heiBt. 

Die genaue Definition der Rangzahl p fiir eine beliebige algebraische— 
Gleichung (4) erfordert tiefere Kenntnisse aus der Theorie der algebraischen 
Funktionen!). Wir brauchen aber fiir unsere Zwecke eine solche Definition 
nicht heranzuziehen; es geniigt vielmehr, wenn wir die folgende Erklarung 
- zu Grunde legen. 

Eine durch die Gleichung (4) 


Eisay) ==: O 
definierte algebraische Funktion s von y ist vom Range 
p= 0;-1, 2, 
wenn die Gleichung (4) durch birationale Transformation 
s = (9, )||o = f(s, y) 
y= plo, 9) || n= 8ls, ¥) 
in eine hyperelliptische Gleichung 
go: = Rn) 


transformiert werden kann, die selbst vom Range 0,1, 2 ist, 
wo also im Falle p=0O der Grad der ganzen Funktion R(n) 
gleich 1 oder 2,im Falle p=1 gleich 3 oder 4, im Falle p= 2 
gleich 5o0der 6 ist. In jedem anderen Falle ist der Rang der 
Gleichung (4) gré8er als 2. Die Koeffizienten der rationalen 
Funktionen 
Pi~phgsk 

bestimmen sich auf algebraische Weise aus den Koeffizienten 
der Gleichung (4). 

Im Falle p =0O sind o und y durch einen Parameter ¢, der selbst 
rational in o und 7 ist, rational darstellbar, in diesem Falle kann also die 
obige Definition auch durch die folgende ersetzt werden: 

Die Gleichung (4) ist vom Range Null, wenn sich eine 
rationale Funktion tvon sund y 

= h(s, y) 
so angeben laBt, daB s,y als rationale Funktionen von t 
SA P(t), y = B(t) 
so darstellbar sind, da& diese Ausdrticke in (4) eingesetzt 
diese Gleichung identisch befriedigen. 


1) Wir verweisen nebst der Abhandlung Riemanns namentlich auf die 
bereits S. 67 genannten Werke von Appell und Goursat, Hensel und Lands- 


berg, Landfried. 
7 
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In diesem Falle ist also ein Integral 


SPs, y) dy, 
wo P eine beliebige rationale Funktion von s,y bedeutet, durch Ein- 
fiihrung von ¢ als neuer Variabeln auf die Form 


SP(P(t), B(t)) P(t) dt, 
d. h. auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ reduzierbar. Man 


sagt in diesem Falle auch nach Cayley, die Gleichung (4) stelle eine 
Unikursalkurve dar. 


27. Gleichungen vom Range Null. 


Die Bedeutung des Ranges p, der durch die Gleichung 

(41) F(s, y, x) = 0 
definierten algebraischen Funktion s von y fiir das Problem der Inte- 
gration der Differentialgleichung (4) 


F (Ge Yy; x) =) 

hat in dem Falle der Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung, 
wo also die Koeffizienten von (1) von x unabhangig sind, zuerst H er- 
mite!) zur Geltung gebracht. In seinen Untersuchungen iiber die 
Differentialgleichungen von der Form (1) mit festen Verzweigungspunkten 
hat Fuchs gleichfalls die Klassifikation dieser Gleichungen nach dem 
Range der Gleichung (14) (in der, wie auch bisher immer, x die Rolle 
eines Parameters spielt) in Angriff genommen und die Faille p = 0, 1 
erledigt; die Falle, wo p > 2 ist, hat dann Poincaré?) durch Anwendung 
einer von der Fuchsschen abweichenden, ganz eigenartigen Methode 
untersucht. 

Nach dem Vorgange von Fuchs behandeln wir zunachst den Fall 
Dis 0) 

Wenn die durch (41) definierte algebraische Funktion s von y vom 
Range Null ist, so kann man eine rationale Funktion 


(12) eas A(s, y) 
von s und y finden, durch die s und y rational: 
(43) s= Oi), y= Wt) 


darstellbar sind. Die Koeffizienten der rationalen Funktion 
h, ®, P hangen im allgemeinen noch von 2 ab, und zwar sind sie 
algebraisch aus den Koeffizienten der Gleichung (41) zusammengesetzt. 


1) Ch. Hermite, Cours (lithographié) de l’Ecole Polytechnique 1873; vel. 
hierzu noch Fuchs, Comptes Rendus 1881, S. 1063, Werke II, S. 283 und 
W. Raschke, 1883, Acta Mathematica, Bd. 14 (1890), S. 31. 

2) H, Poincaré, Acta Mathematica, Bd. 7 (1885), S. 1ff. 
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Differentiieren wir die zweite der Gleichungen (13) total nach z, so kommt 


und es sind offenbar 


ow aw 
Of sot 
wieder rationale Funktionen von ¢. Beachten wir nun, dab 
dy 
$= an = @(t) 
ist, so erhalten wir die Gleichung 
Op dt ow 
A) Ot dat dz P= % 


die eine Differentialgleichung erster Ordnung fiir ¢ als Funktion von x 
, GIES : : 
darstellt, u. z. eine solche, die ae als rationale Funktion von t¢ be- 


stimmt. 
Wenn die Integrale von (1) keine mit den Anfangswerten ver- 
schiebbaren Verzweigungspunkte besitzen, so hat auch die rationale Funk- 


tion ¢ von y und keine verschiebbaren Verzweigungspunkte. Nach 


den Ergebnissen der Nr. 15 ist die Differentialgleichung (14) also eine 
Riccatische, d. h. 
Die Differentialgleichungen (1) mit festen Verzwei- 


d 
gungspunkten, in denen die zwischen e und y bestehende 


algebraische Gleichung vom Range Null ist, sind durch 
eine rationale Substitution auf Riccatische Differential- 
gleichungen reduzierbar. 

In dem besonderen Falle der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung, wo die Koeffizienten von (1) und (11) von x unabhangig sind, 
werden auch die Koeffizienten der rationalen Funktionen A(s, y), ®(t), 
y(t) Konstanten sein, da sie sich ja aus den Koeffizienten der Gleichung 
(11) algebraisch zusammensetzen. In diesem Falle sind also auch die 
Koeffizienten der Riccatischen Differentialgleichung (14) von x unab- 
hangig, diese Gleichung hat also die Form 


dt 


a = Ay + Ast + Aol, 


(15) 


wo Ay, dy, 4, Konstanten bedeuten. 
Wenn die Gleichung 
(16) Ay + A,t+ Ap? =0 
die voneinander verschiedenen Wurzeln @,, 0, hat, so folgt aus der in der 
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Nr. 17, Gleichung (29) fiir diesen Fall aufgestellten Form des allgemeinen 
Integrals der Riccatischen Differentialgleichung, dafi das allgemeine 
Integral der Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung lautet: 
| y = p(t) = p(errer—e)*), 
wo y und » rationale Funktionen ihrer Argumente mit konstanten Koefi- 
zienten bedeuten. In diesem Falle ist also y eine einfach periodische 
Funktion von z, die nur im Unendlichen einen wesentlich singularen 
Punkt besitzt. 

Hat dagegen die Gleichung (16) die doppelte Wurzel 0, = @., so 
folgt aus der fiir diesen Fall geltenden Form (30) der Nr. 17 des allge- 
meinen Integrals der Riccatischen Differentialgleichung, daf die all- 
gemeine Lésung der Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung 
eine rationale Funktion 

y = lt) = pz) 
von t und folglich auch von a ist. 

Wir wollen an zwei Beispielen zeigen, wie man in diesen beiden. 
Fallen die Integration einer solchen Briot-und Bouquetschen Differen- 
tialgleichung zu vollziehen hat. 


Es sel 


d dy\? d 
F (Ge) = (ae) tgp 4) tg 10; 


wie man sich leicht tberzeugt, geniigt diese Differentialgleichung den 
Fuchsschen Bedingungen. Wir haben ferner 


(17) F(s,y) = + sly?— 4) + 4—y* = 0; 
dies ist die Gleichung einer Kurve dritter Ordnung. Eine solche Kurve 


ist vom Geschlechte Null, wenn sie einen Doppelpunkt besitzt. Dies 
ist in der Tat der Fall, denn das Wertepaar 


Seat DOP iY 
befriedigt die Gleichungen 
OF OF 
F(s, y) = 0, Os a 0, oy =0 


gleichzeitig. Um nun den Parameter ¢ zu finden, durch den sich s und y 
rational darstellen lassen, hat man wie folgt zu verfahren. Man legt durch 
den Doppelpunkt s = 2, y = 0 ein Strahlbiischel 

s—22=ty, 
wo ¢ einen willkirlichen Parameter bedeutet; dann schneidet jeder Strahl 
dieses Biischels die Kurve dritter Ordnung (47) in drei Punkten, von denen 
aber zwei in den Doppelpunkt fallen, so da8 nur ein Schnittpunkt von ¢ 


abhangt. Die Koordinaten dieses dritten Schnittpunktes ergeben sich 
leicht in der Form 
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ped 
qe Sadi Re 


und da dieser Schnittpunkt bei verdnderlichem 1 die ganze Kurve be- 
schreibt, haben wir damit die Darstellung der Koordinaten als rationale 
Funktionen von 


s—2 
c= 
. ] 
gefunden. Die Riccatische Differentialgleichung fiir ¢ lautet 
ESA gs 
dx > 
also ihr allgemeines Integral (0, = @, = 0) 
1 
t{=———., 
L—C 
wir haben folglich 
e+1 1 
Tachi rage Yh? 


d. bh. y ist in der Tat eine rationale Funktion. 
Wir betrachten ferner die Gleichung 


3 2 
n(n) =(2)—2(2) war -0 
die ebenfalls den Fuchsschen Bedingungen gentigt. Wir haben 
(48) F(s, y) = s? — 3s? — 9y* — 12y? = 0; 
setzen wir hierin 


y = 4, 
so stellt die Gleichung 
OM NSP a 35" 924122 — 0) ; 
wieder eine Kurve dritter Ordnung vom Geschlechte Null dar, denn 


2 
Sea, Ot a 


ist ein Doppelpunkt. Durch diesen legen wir das Strahlbischel 
32 + 2 = t(s — 2), 


dann ergeben sich die Koordinaten des mit ¢ veranderlichen Schnitt- 
punktes in der Form 

Sito 

ao = Ff — 3t — 2, 
wir finden also zwischen y und ¢ die Gleichung 

by? = 8 — 3t.— 2, 
die, wenn man y,¢ als Koordinaten auffafit, wieder eine Kurve dritter 
Ordnung mit dem Doppelpunkte y= 0, t= —1 darstellt. Legen wir 
durch diesen Doppelpunkt das Strahlbiischel 
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y= (t+ 1)t, 
so lauten die Koordinaten des mit dem Parameter + veranderlichen 
Schnittpunktes 
b= 8073p 2 = 31(F Py; 
wir finden also fiir die Koordinaten der Kurve vierter Ordnung (18) die 
rationale Darstellung durch den Parameter 


ead | By UM y(s — 2) 
peat tele 7 Saisie 20 psu ats 
fees) SP 


in der Form 

Y= Stet 1) oe aa ee (0 (Br 1): 
Die Riccatische Differentialgleichung fiir + lautet jetzt 
ibr allgemeines Integral ist also 

t= te(x4 +c), 
wo c eine willkiirliche Konstante bedeutet. Wir finden demnach 
y = dtg*(x + c) + 3tg(z + ¢), 

d. h. y ist eine einfach periodische Funktion von x. In beiden Bei- 
spielen sehen wir tibrigens, daf die Pole des allgemeinen Integrals von 
der willkirlichen Konstanten c abhangen, also mit den Anfangswerten 
verschiebbar sind '). 


28. Gleichungen vom Range Eins. 
Es sei nun die durch die Gleichung (11) 
F(s, y, 2) = 0 
definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins. Dann kann 
man zwei durch die Gleichung 
(19) a = (9 — £1)(n — 82)(4 — 83)(4 — 4) = R(m) 
verkniipfte rationale Funktionen 


(20) o=f(s,y), n= g(s,y) 
von s,y finden, durch die s und y in der Form 
(21) 5= 99,7), ¥ = pO, 7), 


wo @, p rationale Funktionen von o, 7 bedeuten, darstellbar sind. Dabei 
hangen 

81> S2) $3» $4 
ebenso wie die Koeffizienten von f,g,m, y im allgemeinen noch von x 


1) Die Beispiele riihren von Hermite (a. a. O.) her. 
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ab und setzen sich aus den Koeffizienten der Gleichung (11) auf alge- 
braische Weise zusammen. 

Da o? ganz und rational in 7 ist, so ist jede gerade Potenz von 6 als 
ganze rationale Funktion von 7, jede ungerade Potenz von o als das 
Produkt von o in eine ganze rationale Funktion von 7 darstellbar. Man 
kann folglich m, y in die Form setzen: 


ply) + wily) VR(m) 


Sie Bey na Po(N) 
D poly) + Poly) VR(m) 
ANG ee o(n) 


WO Go; Pi» V1) Par Yo ganze rationale Funktionen von 7 mit von x ab- 
hangigen Koeffizienten bedeuten. 
Bilden wir nun 


dy oy , (Opdo | dy\dy 
dz dx | aa 3n) da 

und setzen diesen Ausdruck gleich s, also gleich g(o, 7), so ergibt sich 
fiir 7 die Differentialgleichung erster Ordnung 


Oy (se do Ne 


: : , d 
Denken wir uns aus dieser Gleichung a 


dn . : ; se ate 
eine rationale Funktion von o und », die wir in der Form 
dy A+ BYR(n) 
(22) 7 Met GOW anal 
schreiben kénnen, wo A, B,C ganze rationale Funktionen von 7 mit von 
x abhangigen Koeffizienten bedeuten. Hieraus folgt, dab 1 der Differen- 


tialgleichung erster Ordnung 


ausgerechnet, so erhalten wir fiir 


aC wo Ny ngs 7m Peay 

(23) C (2) 2AC ga A B?R(y) = 0 

Geniige leistet, deren Koeffizienten jetzt ganze rationale Funktionen von 
y sind. 


Wenn nun y keine mit den Anfangswerten verschiebbare Verzwei- 
gungspunkte besitzt, so gilt das gleiche von s und folglich nach (20) auch 
fiir o, 7. Umgekehrt, wenn die Verzweigungspunkte von o und » fest sind, 
so sind zufolge von (21) auch die Verzweigungspunkte von y fest. 

Es muB8 also erstens die Differentialgleichung (23) den Fuchsschen 
Bedingungen geniigen, und zweitens diirfen die Verzweigungspunkte 
von o nicht von der willkiirlichen Konstanten des allgemeinen Integrals 
n der Differentialgleichung (23) abhangen. Die erste der Fuchsschen 


a 
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Bedingungen 1) (S. 94) ergibt, da® C gleich Eins, A héchstens vom 
zweiten und 
A? — B*R(n) 
héchstens vom vierten Grade in 7 sein mu. Da alsdann A? hochstens 
vom vierten Grade und R(7) genau vom vierten Grade in 7 ist, so muf 
B von 7 unabhangig, also eine bloBe Funktion von x 
Bi A(z) 
sein; es sel 
A =A,+ Ayn + Aon’, 
wo Ay, Ay, A, bloBe Funktionen von z sind, so hat also (23) die Form 
(23a) = Ay + Aan + Aan? + Ae) RCD). 
Um die iibrigen Fuchsschen Bedingungen in méglichst einfacher Weise 
befriedigen zu kénnen, wenden wir auf 7 eine Transformation an, die von 
Poincaré!) angegeben worden ist. 
Wir setzen namlich 


at + B 
Uae eaty 
wo a, f, y,6 noch zu bestimmende Funktionen von x bedeuten, die der 
Bedingung 
ad — By =1 


Geniige leisten, und bestimmen diese Funktionen derart, daf 

FUN 7) = Be tie GR Seh he ee, Os 
wo die @,, a, da, von x unabhangig, also Konstanten sind. Wir haben 
dann die Gleichungen 


5, Bi +8 
BEG yar 10! (k = 1, 2, 3) 
a(a— gry) + B— ged = 0, 


aus denen sich die Verhdltnisse der a, 6, y,d im eindeutiger Weise be- 
stimmen, wenn wir die dj, a, a, als voneinander verschieden voraussetzen. 


Setzen wir 
(a— gy)(a ae dh 83y)(a — Say) = A(2), 
Pla ean, We 
bye L(x), 
so nimmt o? die Form an: © 
= Rin) = ( —ay)(t — a) — ag) — pale) 
i= (yt + 5) 1 2 3 be : 


Ferner wird 

Yo + Vyt + Yot? 

ei Cc 

*) H. Poincaré, Acta Mathematica, Bd.7, S.1ff.; vgl. hierzu auch Painlevé, 
Lecons, S. 60ff. 


A= Ay + Ayn + Aan? = 


eS eee es 


Pere cathy 
ive ME tp 
i ae 
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WO %) M11 V2 Funktionen von « bedeuten, und 

dn al dt 

dx (yt + 6)? dx 

Baek Yes PY) ai tLa'd — ad’ + By — By] + Brae Ae 
(yt + 6)? 

wo a’, fp’, y’, 6’ die Ableitungen von a, B, y, 6 nach a darstellen. Setzen 
wir diese Werte in die Gleichung (23a) ein, so ergibt sich fiir £ die Diffe- 
rentialgleichung 


dt 
(24) BD Ay + Ayt + Agi? 
+ P(a)V (t — a,)(t — ag)(t — ag) (t — p(x), 

WO Ao, Ay, Ao, P(x) wohlbestimmte Funktionen von x bedeuten. 

Es sind dann ¢ und 

uw = \/ (t — ay)(t — ag) (t — a3) (t — p(2)) 

rational durch s und y darstellbar, und umgekehrt ist auch 
: Oy Py u O, + Py +s 


Diva es Mos | Diy sv Oy 2 
wo ®,, ®,, #,, ®,, Y%, ganze rationale Funktionen von ¢ bedeuten 
deren Koeffizienten noch von « abhangen und sich ebenso wie p(x) aus 
den Koeffizienten der Gleichung (11) auf algebraische Weise zusammen- 
setzen. Es mu8 nun die Differentialgleichung (24) feste Verzweigungs- 
punkte besitzen, und die Verzweigungspunkte von uw miissen von der will- 
kurlichen Konstanten des allgemeinen Integrals ¢ von (24) unabhangig sein. 

Fir die Differentialgleichung (24) ist ‘die erste der Fuchsschen Be- 
dingungen erfiillt, da sie bereits fiir (23a) erfillt war. Um die tbrigen 
Bedingungen [2), 3), 4), S. 94,95] formulieren zu kénnen, beachten wir, 
da8 in unserem Falle die Diskriminantengleichung nichts anderes ist als 

u> = (t — ay)(t — ag)(t — ag)(t — pe(x)) = 0. 
Die gedachten Bedingungen reduzieren sich also einfach darauf, dab 
Gy, Ag, Ys, L(x) 

Integrale von (24) sein miissen. Da ay, a, 43 Konstanten sind, muBb also 
zunachst 


(25) 


ie + A,az + A,a? = 0 (k=1,2, 3) 

sein. Da aber 4, aj, @; voneinander verschieden sind, so folgt hieraus 
Ahan Ao =O, 
Setzen wir nun in (24) u(x) an die Stelle von ¢, so folgt 
d(x 
oat 

d.h. u(x) ist von x unabhangig, also eine Konstante; wir bezeichnen 
diese durch a,, 
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(A(x) = ay. 
Dann lautet die Differentialgleichung (24) 
(26) dp =P H)V (t — a)(t — a2)(t — a3)(¢ — 4), 


in dieser Gleichung sind also'die Veranderlichen getrennt. Fiihren 
wir die Trennung der Veranderlichen wirklich durch und integrieren, 
so kommt 

(27) (= ee it re = AE Le ee Osh 

J V(t — ay) (t — a) (t — ag) (t — a4) 

Um diese Form der Integralgleichung von (26) noch weiter zu ent- 
wickeln, betrachten wir vorerst noch den speziellen Fall der Briot- und 
Bouquetschen Differentialgleichung. 


29. Briot- und Bouquetsche Gleichung vom Range Eins. 


Wenn die Koeffizienten der in der vorigen Nummer betrachteten 
Differentialgleichung (1) von x unabhangig, (1) also eme Briot- und 
Bouquetsche Differentialgleichung 

dy 
= te y) ge 
vom Range Eins ist, so sind auch die gj, 89, 23, 24, ebenso wie die Koeffi- 
zienten der in den Gleichungen (20), (21), (25) auftretenden rationalen 
Funktionen, von x unabhingig, und auch P(x) ist eine Konstante, die 
wir durch ¢ bezeichnen wollen. Die Gleichungen (26), (27) lauten folglich 
in diesem Falle: 


f= eV (= a) — ay) — a) — 0), 


V(t — a)(¢ — ag) (t — ag)(t — a) 
wo ¢, eine willkiirliche Konstante bedeutet und die untere Grenze t, des 
Integrals auf der linken Seite der zweiten Gleichung beliebig, aber fest 
gedacht werden soll. 

Da das allgemeine Integral einer Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichung eine allenthalben eindeutige Funktion ist, die nur 
im Unendlichen einen wesentlich singuléren Punkt besitzen kann, so folgt, 
daf die durch die Gleichungen (28) definierte Funktion ¢ von a diese Be- 
schaffenheit hat. Das Integral 


eae dt 
| = = soo Stee eae —— I OH & +- Cy, 
ty 


(29) (i Bes as 
: Vi aye — alt — aay) 


ty 
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ist ein elliptisches Integral erster Gattung; wir haben also als speziellen 
Fall unserer allgemeinen Theoreme den schon in der Nr. 6 erwahnten 
wichtigen Satz: 


Die obere Grenze eines elliptischen Integrals erster 
Gattung aufgefait als Funktion des Integralwertes (cx + ¢) 
ist eine allenthalben eindeutige Funktion, die nur im Un- 
endlichen einen wesentlich singularen Punkt besitzt. 

Man nennt diese Funktion eine elliptische. 


Die konstanten Gréfen a,, ay, a4, waren bis jetzt willkirlich; um das 
elliptische Integral (29) gleich in der Normalform zu erhalten, wahlen 
wir speziell 

Cpt Osuna 1A ate, O08 
Wir haben dann zur Bestimmung der Koeffizienten a, 6, 6, y, der in der 
Nr. 28 (S. 106) angegebenen linearen Funktion 


ii sane aa 
is yt+ 6’ ad — By = 4, 
die Gleichungen 
B Tam g,0 ai 0, 
a—goy + B—g.d=0, 
, OS 3 Vie 0, 
und wenn wir noch 
4 
Pair [2 


setzen, so kénnen wir die Gleichung (26) allgemein in der Form 


ie = P(x) 4t(1— 1)(1 — #2), 


also im Falle der Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung die 
Gleichungen (28) in der Form 


ee = cV4t(1 —t)(1 — P22), 


{ pee nae 4s see ca + ¢ 
f V4t(4 —t)(4 — Ft) : 
schreiben, wo wir noch t, = 0 gewahlt haben. 


Setzen wir im Falle der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung 


(26a) 


(28a) 


ce + Cy = U, 
und fiihren in dem elliptischen Integrale erster Gattung durch die Gleichung 
eee 


’ 


eine neue Integrationsvariable ein, so ergibt sich 
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ih dz . 

w=.) SS, 

y V(t — 2)(4 — 22) 

Nach dem eben bewiesenen allgemeinen Satze ist durch diese Gleichung z 


als eindeutige Funktion von wu definiert; man bezeichnet diese Funktion 
nach Jacobi durch 


Z = Sin am Ww 
(vgl. Nr. 6, S. 25) und setzt 


V1—2 = cos am u, 
Vi—k2 NOLL AL 
Wir haben also in diesen Zeichen 
t= sint?amu, 1—t=cos*amu, 1—k?t = A*amu. 
Das allgemeine Integral y der Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichung vom Range Eins, das nach (25) in der Form 
®, + WV 4t(1 — 11 — #2) 
opps he colon MON ug 
darstellbar ist, wo ®, ®,, W, ganze rationale Funktionen von ¢ mit 
konstanten Koeffizienten bedeuten, lautet also 
y = R(sin am (cx + ¢), cosam (ce + ¢,), A am (cx + ¢,)), 
wo R eine rationale Funktion andeutet. 


Wir erlaéutern auch in diesem Falle das allgemeine Resultat durch 
ein Beispiel. Es sei 


dy \  (dy\® dy\* ; 
F (ge ¥) (az) + 3(G5) + 4 = 0 


man tberzeugt sich, daB die Fuchsschen Bedingungen fiir diese Differen- 
tialgleichung erfillt sind. Es ist 
(30) F(s,y) = 84 3s? ++ y¥—4=0,; 
setzen wir y? = C, so haben wir die Gleichung 
s3 + 352 + (7? _4=—0, 
die eine Kurve dritter Ordnung in den rechtwinkligen Koordinaten s, ¢ 
darstellt. Der Punkt 


Sie Bee 0 
ist ein Doppelpunkt. Legen wir durch ihn das Strahlbiischel 
am (s ete 2)t, 


so sind die Koordinaten des mit t veranderlichen Schnittpunkts 
Si Ve OR Bn 

fur s, y ergibt sich also die Darstellung: 
s=1—7, Y=3r—Pe. 


Die Gleichung zwischen y und 7 stellt in den rechtwinkligen Koordinaten 


Sea ee TO ee aay 
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y, wieder eine Kurve dritter Ordnung dar, die aber keinen Doppel- 
punkt besitzt. Legen wir gleichwohl durch 
Gi Oy e = 10, 

ein Strahlbiischel y= 7.7, so schneidet jeder Strahl dieses Biischels 
die Kurve in noch zwei mit dem Parameter 7 veranderlichen Punkten. 
Die Koordinaten dieser Punkte lauten 

NG IS oo ise MASS 

TEV eae Oe aa 
wo in beiden Ausdriicken die Wurzel Vi+ 7 mit demselben Vorzeichen 
zu nehmen ist. 

Setzen wir also 


On Poe Ws 
so haben wir fir s, y die Darstellung 
3 nV3 


s=1— Tee Boi ga 


die Gleichung (30) ist also, gema® der Definition (S. 99), vom Range 
Eins. Um nun die Differentialgleichung herzustellen, der 7 als Funktion 
von x gentigt, hilden wir 

dy V32—7%dn 
FUE AON Ne aM 
und setzen dies dem Ausdrucke fiir s gleich; wir finden auf diese Weise 


dh iSite De 
A eee Me 
woraus sich 
(31) poets, (eee 
ys" OS Vt a 


ergibt. Es handelt sich nunmehr noch um den Ubergang zur Normalform. 
Bezeichnen wir eine der komplexen Wurzeln der Gleichung 


1+ 73=0 
durch of 70 B. 


i. 


4 
so ist 
1+ 78 = (n + 1)(4 — a(n + 2); 
die Substitution 
: nti=(1—a)? 
verwandelt dann das elliptische Integral (31) direkt in 


(2 = 1 —a). 


oo. ie ee one 222)? 
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Wir finden somit 
Tra ‘ d 
Ly + Bh } (Gi zy ae =< Z rs ———9 
V3. F V(t — 2)(1 — k22?) 
wo C eine willkirliche Konstante 


C2 My 


bedeutet, und 
aN? 
1 bl Geet Mya sey Lene 
also schheBlich, wenn wir 


ie ea 


setzen, 
V3 (C= .a7).sin® amr ol 


Y~i2(1 + a)ji sinam écosaméA amé 
als das allgemeine Integral der vorgelegten Differentialgleichung‘). 


30. Integration der Differentialgleichung vom Range Eins mit 
festen Verzweigungspunkten. 

Wir kehren nun zu der allgemeinen Differentialgleichung mit festen 

Verzweigungspunkten zuriick, fiir die die durch die Gleichung (11) 
F(s, Y, x) = 0 
definierte algebraische Funktion s von y vom Range Eins ist, und wollen 
uns auch hier die konstanten Groen aj, aj, a; so gewahlt denken, daf 
Oe UN a OO 
ist. Die vierte Wurzel der Gleichung u? = 0 ist dann, wie in der Nr. 28 
gezeigt wurde, ebenfalls von x unabhangig; wir setzen, wie im Falle der 
Briot- und Bouquetschen Differentialgleichung, diese vierte Wurzel 
4 Q 
ay = ke 

Ks ist dann nach (25) s, y in der Form 


| ©, + W,V4t(1 —d (1 — #2) 
SS ah 5) 
Py 
6,4 w,Va(t—pj1—Rd 
cars @ 
0 
darstellbar, wo Do, D,, P,, ©, WY, ganze rationale Funktionen von ¢ 


1) Dieses Beispiel stammt von Briot und Bouquet, a.a. 0. 


{ 
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bedeuten, deren Koeffizienten von g abhangen und sich algebraisch aus 
den Koeffizienten der Gleichung (11) zusammensetzen; die Griéfen 

t, V4t(1 —t)(1 — 2) 
sind selbst rational ins, y. Die Differentialgleichung, der ¢ als Funktion 


von « geniigt, hat, wie schon in der vorigen Nummer bemerkt wurde, die- 
Form (26a) 


dt ap SA Wire te SUT 
dg =P) V4t(4 —t)(1 — 2); 
es ergibt sich also, wenn wir 
Pia)\da = du 
setzen: 
t dt 
(32) Uu (Gs = (ipa m7 9s = = JESS See = > 
! a J Val —t)(1 — Pt) 


wo C eine willkiirliche Konstante bedeutet, und folglich 
t= sint?am (u+C), 
Vat — t)(1 — kt) = 2 sin am (u + C)cosam (u+C)Aam (u+C), 
worin u gleich einem bestimmten Werte des Integrals 

(33) SP (x) dx 
zu nehmen ist. Wir finden also endlich fiir das allgemeine Integral y der 
Differentialgleichung mit festen Verzweigungspunkten den Ausdruck 

y = R[sin am (/P(x)dz + C),. cos am (/P(x) dz + C), 

Aam (/P(x)dx + C)], 

wo & den Algorithmus einer rationalen Funktion bedeutet, deren Koeffi- 
zienten sich algebraisch aus den Koeffizienten der Differentialgleichung 
zusammensetzen. Diese Form des allgemeinen Integrals setzt auch die 
Eigenschaft desselben, keine verschiebbaren Verzweigungspunkte zu 
besitzen, in Evidenz; in der Tat kann die Konstante C zwar die Lage der 
Pole, nicht aber die der Verzweigungspunkte von y beeinflussen. 

Von besonderem Interesse ist noch die folgeende Bemerkung. Die 
GréBe k?, der sogenannte Modul des elliptischen Integrals (32), und der 
aus der Umkehrung dieses Integrals entspringenden elliptischen Funktion 
sin am, ist eine Konstante. Dies ist nicht von vornherein evident; 
denn wie man leicht einsieht, ist k? nichts anderes als der Wert: 


IQ 


4183, 82° 63 

@rarron S306 

des DoppelverhAltnisses (vgl. Nr. 16, S.59) der vier Groen gy, Zo, 83; 84, 
die, wie aus ihrer Definition (Nr. 28, S. 104) hervorgeht, im allgemeinen 
Funktionen von zsind. Die Eigenschaft der Differentialgleichung 
(1), feste Verzweigungspunkte zu besitzen, bewirkt es, dab 
dieses Doppelverhaltnis einen von # unabhangigen Wert hat. 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 8 


ies} 


— 
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Wir miissen es uns versagen, die weiteren Konsequenzen aus diesem von 
Poincaré entdeckten Satze zu ziehen, da wir hierzu noch tiefer in die 
Theorie der algebraischen Funktionen eindringen miiften; wir verweisen 
auf die bereits zitierte Abhandlung von Poincaré selbst und auf eine 
Arbeit von G. Wallenberg!), wo gezeigt ist, wie man diesen Satz bei 
der Ausfiihrung des Integrationsgeschaftes verwerten kann. 

Eines besonderen Falles miissen wir aber noch gedenken, der bei den 
Erérterungen der Nr. 28 stillschweigend ausgeschlossen worden war, des 
Falles namlich, wo die durch die Gleichung (22) eingefiihrte Gréfe B, 
von der gezeigt wurde, dafi sie eine blofBe Funktion von z ist, identisch 
verschwindet?). Der Gang der Rechnung, durch die wir von der 
Differentialgleichung (23a) zu der Differentialgleichung (24) iibergegangen 
sind, zeigt sofort, daf dann auch die Funktion P(x) identisch gleich Null 
ist; die Gleichung (24) lautet also jetzt 

(34) ss =A), + 4,t + /,?, 
und die weiteren Schliisse der Nr. 28 verlieren ihre Giiltigkeit. 

Da ¢ jetzt der Riccatischen Differentialgleichung (34) geniigt, sind 
die Verzweigungspunkte von t jedenfalls fest; aber das geniigt noch nicht, 
damit auch die Verzweigungspunkte von y selbst fest seien. Hierzu ist 
vielmehr noch erforderlich, dai auch die Verzweigungspunkte von 

w= V(t —ay)(t — ag)(t — a)(t — (a) 
von der willkirlichen Konstanten des allgemeinen Integrals i der Diffe- 
rentialgleichung (34) unabhangig seien (vgl. S. 107). Um dies zu erreichen, 
verfahren wir wie folgt. 

Es sei % ein beliebiger, nicht singulaérer Punkt der Riccatischen 
Differentialgleichung (34), in dessen Umgebung dasjenige Integral t, von 
(34), das fir « = x) den Wert a, annimmt, holomorph ist. Dann ist also 
in dieser Umgebung 


dt 
ty — a, = (ey, (x - Lo) -+ Oo (ax iy)? see are 


Setzen wir diese Entwicklung in den Ausdruck fiir u ein, so erhalten wir 


We (@).@ — %9) : ‘la a + (@)_@ Lo) ev | Z 


‘a, ae (ane ge [a — pla) + (Zi) (a DN pare | 


Von diesen vier Faktoren geben der zweite, dritte und vierte im allge- 
meinen (d. h. wenn w(x) in der Umgebung von 2, holomorph und fiir 


bole 


1) G. Wallenberg, Zeitschrift f. Math. u. Phys., Bd. 35 (1890), S. 193 ff. 
2) Vergl. hierfiir Painlevé, Lecons, S. 67ff. 


30. Integration der Differentialgleichung vom Range Eins. 115 


XZ = %) VON a, verschieden ist) nicht zu einer Verzweigung von wu Veran- 
lassung. Dagegen tritt zufolge des ersten Faktors fiir 2 = Z) unbedingt 
eine Verzweigung von uw ein, wenn 


ist. Soll also der willkirliche Punkt x, nicht Verzweigungspunkt von u 
sein kénnen, so muB 
dt 
ae) 8 


t=a, 

d. h. also, da 2p» ein willkiirlicher x Wert ist, 

Ayo + Aya, + Ana? =0 
sein, und ebenso folgt, daB auch 

ho + Ayae + Aas = 0, 

Ay + Aids + A,a? = 0 
sein mussen. MHiernach ist also notwendig 

ho =A, = hy = 0, 
die Gleichung (34) ergibt folglich t = C, woC eine willkiirliche Konstante 
bedeutet. 
Dann hat aber uw die Form 
uw =V(C — a,)(C — a,)(C —a5)(C — p(2)); 

jede Wurzel der Gleichung 


C — w(x) = 0 
gibt im allgemeinen zu einem Verzweigungspunkte von wu Veranlassung, 
und da diese Wurzeln von C abhangen, so hatten wir also fiir w verschieb- 
bare Verzweigungspunkte, wenn nicht w(x) konstant ist. Umgekehrt ist 
die Bedingung 
‘u(x) = a, = const. 
offenbar auch hinreichend. Das allgemeine Integral y von (1) lautet dann 
nach (25): 
®,(C) + W,(C)V(C — a)(C — a,)(C — a3)(C — a) 
We P,(C) 
wo die Koeffizienten der ganzen rationalen Funktionen ®,, W,, ®), im 
allgemeinen von « abhangen, sich aber in algebraischer Weise aus den 
Koeffizienten der Differentialgleichung (1) zusammensetzen. 

In diesem Falle ist also y durch algebraische Opera- 
tionen aus den Koeffizienten der Differentialgleichung zu- 
sammengesetzt; wenn diese Koeffizienten z. B. selbst alge- 
braische Funktionen von x sind, so ist y ebenfalls eine alge- 
braische Funktion von @. 


8* 
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31. Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 
Wir wollen ein interessantes Beispiel fiir den zuletzt betrachteten 
Fall vorfiihren. Die gegebene Differentialgleichung sei — 
dy  V4y(A—y)A— Fy) _ 
dx  Vha(4 — x)(1 — kx) : 
wo k® eine Konstante bedeutet. Die Gleichung zwischen s und y ist 
offenbar vom Range Eins; ferner ergibt sich sofort durch Integration 


i. uy } ae + const 
V4yi—yi—hy) J V4a(t— 2) — Pa) 


(35) 


Bestimmen wir dasjenige Integral y, das fiir c = 0 den Wert y = é an- 
nimmt, so mui 


yy 
i Woe al oa y(t a = const. 
y(1 — y)( y) 


sein, wir haben avi fir das betreffende Integral y 


ee GaN 
se) Urea 
af dx +f dy 
Van(1 — z)(4 — ka) V4y(4 — y)(1 — ky) ” 


wo jetzt é ay als willkirliche Lada ee ee kann. Setzen wir 


ee ee 
enemies aye iceman) 


so ist 


dy 
ee ee aesee K=S (Uh SN, 
J V4y(t — yd — By) 
und wir haben 
= sin? am (wu + ¢), 
co i =sintamu, § = sin? am ¢. , 
Hieraus folgt ohne weiteres, da8 die Verzweigungspunkte der Funktion y 
von € unabhangig sind, was tibrigens durch Anwendung der Fuchsschen 
Kriterien auch direkt aus der Differentialgleichung abgelesen werden kann. 
Kigentlich scheint hier die Einfiihrung von ¢ in die Differential- 
gleichung tiberfliissig zu sein; wir wollen aber gleichwohl durch die 
Gleichung 
— VaV1—oa— P)+ViVd —ajt — Be 
(31) Vy= hosel AN Some 


aus der sich leicht 


ry ena iah i Cea ay Regs ‘i i 


Hy 


ks 


\ | 
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ety eae i ee Vell — Ft) 

(37a) 41—Kat 

As De or ata wb eae: 


ergibt, die neue abhangige Variable ¢ in die Differentialgleichung (35) _ 


einfiihren. Eine etwas weitlaufige, aber keineswegs schwierige Rechnung, 
die im wesentlichen auf die Methode hinauskommt, nach der zuerst Euler 
und nach ihm Lagrange die Lésung der Differentialgleichung (35) in 
algebraischer Form dargestellt haben +), ergibt fiir ¢ die Differential- 
gleichung 
. dt 
dz ~ °° 
_ wir haben also in der Tat ein Beispiel fiir den zuletzt behandelten Fall 
Da die Koeffizienten von (35) algebraische Funktionen von z sind, ist das 
allgemeine Integral y selbst algebraisch; wir erhalten es, indem wir in 
(37) fiir ¢ die willkiirliche Konstante 
| t= 
einsetzen in der Form 
De (i he) VE ee Ws) 

(38) Vy ee pager. : 
und es ist dies gleich dasjenige Integral von (35), das fir 2 = 0 den 
Wert y =é annimmt. Da dieses Integral aber durch seine Anfangsbe- 
dingungen eindeutig bestimmt ist, folgt hieraus, dai die Gleichungen 
(36) und (38) véllig 4quivalent sind. 

Die Tatsache, da& das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(35) algebraisch ist, hat Euler (a. a. 0.) entdeckt. Die fundamentale Wich- 
tigkeit dieses Satzes wird am deutlichsten hervortreten, wenn wir in (38) 
fir y,z,é ihre Ausdriicke als elliptische Funktionen, wie sie durch die 
Formeln (36a) gegeben sind, einfiihren. Die Gleichung (38) lautet dann: 
sinam uwcosam vA am ¢ Ie) sin am 9 cos am uA am W 

{ —#? sin? am w sin? am ¢ — : 


sinam(w-+ ¢) = 


und analog ergeben die Gleichungen (37a) 
cos am uw cos am ¥ — sin am udamu sin amvAamg¢ 
1 — k? sin? am u sin? am ¢ 
4am uA am ¢ — k2 sin am uw cos am wu sin am ¢ Cos am ¢ 
ee face case a 
Aam (Ww + ¢) = 4 — k2 sin? am wu sin? am ¢ 


cosam(u+ ¢) = ; 


1) Euler 1761, siehe Inst. calc. integralis I (1768), Sect. 2, Cap. 6, Opera, 
Ser. I, vol. 11, S. 391ff; Lagrange 1768, siehe Théorie des fonctions analytiques, 
nouy. éd. 1813, chapitre XI; vgl. z. B. H. Durége, Theorie der elliptischen Funk- 
tionen, 5. Aufl. 1908, S. 44. 
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Es sind dies die sogenannten Additionstheoreme der elliptischen 
Funktionen 

sinam, cosam, A am 
in der Form, wie sie Jacobi) aufgestellt hat. 

Es kam uns hier darauf an zu zeigen, wie die fiir die Entwicklung 
der neueren Analysis so bedeutungsvolle Entdeckung Eulers, daf die 
Differentialgleichung (35) in algebraischer Form integriert werden kann, 
sich in die Lehre von den Differentialgleichungen mit festen Verzweigungs- 
punkten einordnen 1abt. 


32. Gleichungen vom Range Zwei. Zusammenfassung der 


Resultate. 
Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo die Gleichung (41) 
ms F(s,y, 2) = 0 


zwischen s und y vom Range p = 2 ist *). Man kann dann (Nr. 26, S. 99) 
zwei rationale Funktionen o, 7 von s, y: 
(39) o=f(s,y), 0 = gs, ¥) 
finden, zwischen denen die hyperelliptische Gleichung vom Range Zwei: 
(40) 0? = R(n) = (y — 81)(9 — 82)( — 83)(n — 8a)(4 — 85)(4 — Be) 
besteht und durch die sich s, y ebenfalls rational: 
. s= (6,7), y¥ = yo, n) 
darstellen lassen. Die Koeffizienten von /, g, y, y hangen ebenso wie die 
21, Zo, - - +» Zs im allgemeinen noch von z ab, und setzen sich aus den Koeffi- 
zienten der Gleichung (11) auf algebraische Weise zusammen. 
Indem man an Stelle von 7 die lineare Funktion 


at 

n= re ad — By =1, 
einfihrt, kann man ebenso wie im Falle p = 4 (Nr. 28, S. 106) erreichen, 
daf drei der GroBen g, konstante Werte annehmen; es sei also von 
vornherein 

1 = 4, 82 = 4, S39 = as 
vorausgesetzt, WO d;, dg, d, von x unabhangig sind. 

Die rationalen Funktionen g,y kann man (wie im Falle p =1) in 

die Form setzen: 


(44) go ee eee 


1) C.G. J. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829), 
art. 18, Werke I, S. 83. 


*) Vgl. fiir das folgende Painlevé, a. a. O. 


\ 


\ 
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abhangigen Koeffizienten bedeuten. Differentiiert man diesen Ausdruck 
fir y nach x und vergleicht ihn mit dem Ausdrucke fiir s, so ergibt sich 
fur 7 eine Differentialgleichung von der Form 
d At B-o 
(a) E yeah ey Ree: 
oder indem wir mit Hilfe von (40) 6 eliminieren, 
(42a), 4 C2 (Z) 2AC oD 4 42 BeR(n) = 0 
da dx / ‘ 


wo A,B,C ganze rationale Funktionen von 7 mit von x abhangigen 
Koeffizienten bedeuten. 

Damit die Differentialgleichung (1) feste Verzweigungspunkte be- 
sitzt, ist notwendig und hinreichend, da8 erstens die Differentialgleichung 
(42a) feste Verzweigungspunkte hat, und da8 zweitens auch die Ver- 
zweigungspunkte von o von der willkirlichen Konstanten des allgemeinen 
Integrals 7 der Differentialgleichung (42a) unabhangig sind. 

Die Anwendung der ersten Fuchsschen Bedingung auf (42a) ergibt, 
daB C—41, A héchstens vom zweiten, A?— B?R(7y) héchstens vom 
vierten Grade in 7 sein mu8. Es ist also A von der Form 

=A) + Ain + Aon’, 
wo Ao, A,, Ay Funktionen von x bedeuten, und da (7) vom sechsten 
Grade in 7 ist, mu’ notwendig 


Bie) 

sein. Die Gleichung (42) lautet also 

(43) 1, = 40+ Arn + Aans 
dies ist eine Riccatische Gleichung, die Verzweigungspunkte von 7 
sind also bereits festgelegt. 

Es sei 7, dasjenige Integral von (43), das fir den nicht singularen 
Punkt x= 2, den Wert a, annimmt und in der Umgebung von ¢ = x 
holomorph ist; dann haben wir in dieser Umgebung die Entwicklung 


Ny = 4 + O(% — 2%) + Oe(%—%)* +---, 


Setzen wir dies in den Ausdruck fiir o ein, so ergibt sich 
— 6 = [0,(% — 49) 4 6,(%@ — %))2 + ---f. 
IT [a> 2k 0,(@ — Xo) + O(a)" > E , 


k=2 


der Punkt x = % wird also zufolge des ersten Faktors ein Verzweigungs- 
punkt von o sein, wenn 6, einen von Null verschiedenen Wert hat. Ist 
dagegen 6, gleich Null, so ist z im allgemeinen, d. h. wenn g,, g;, %, in der 
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Umgebung von 2, holomorph und fiir « =z, von a, verschieden sind, 


kein Verzweigungspunkt von o. Soll also der willkiirliche Punkt x) kein 


Verzweigungspunkt von o sein, so muf 6, verschwinden, d.h. es muf 
Ay +A a, + Aza? =0 
sein fiir «© = %%, also fiir ein willktirliches z. Ebenso folgt, daB auch 
Ag Ala, A,as== 0), 
Ay + A,a3; + A,a2 = 0 
sein mussen; wir haben folglich 
AG ee 0 PAO ih pane, 


also nach (43) 
dy 
dg 
d.h. 7 ist eine willkiirliche Konstante 7 = C, und 
o =V(C— a,)(C — a5)(C — ag)(C — g4)(C — g5)(C— 8). 
Waren nun gy, g;,g, noch von « abhangig, so hingen die Lésungen der 
Gleichungen 


Clg a 0. Co a aC) 
von C ab, diese Lésungen liefern aber allgemein gesprochen Verzweigungs- 
punkte von o. Da aber o keine von C abhangigen Verzweigungspunkte 
besitzen darf, so miissen die g,, 85, g, ebenfalls Konstanten, 
, 84 = %, 85 = %, S6 — % 

sein. 

Wenn also die Differentialgleichung (1) feste Verzweigungspunkte 
besitzt und p = 2 ist, so hat ihr allgemeines Integral nach (41) die Form 


_ (C) + BC) VE = a )(C = ag) --  (C— 
ae B,C) 
und da sich die Koeffizienten der ganzen Funktionen ®), ®,, #, auf 
algebraische Weise aus den Koeffizienten der Gleichung (11) zusammen- 
setzen, so setzt sich also y selbst auf algebraische Weise aus 
den Koeffizienten der Differentialgleichung (1) zusammen. 
Sind die Koeffizienten von (41) insbesondere algebraische 
Funktionen von 2, so ist das allgemeine Integral y selbst 
eine algebraische Funktion von gz. 
Waren die Koeffizienten von (4) von x unabhangig, also (1) eine 
Briot- und Bouquetsche Differentialgleichung, so ware y konstant, also 
(1) von der Form 


%) 
? 


d.h. es gibt keine Briot- und Bouquetschen Differential- 
gleichungen vom Range Zwei. 


: f i My He 
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Den hier fiir p = 2 abgeleiteten Satz hat Poincaré allgemein fiir 
p > 1 bewiesen. Den einen Grundgedanken des von Poincaré gegebenen 
Beweises+) haben wir schon im Falle der Riccatischen Differential- 
gleichung (Nr. 15, S. 57) beniitzt; er besteht darin, da®B das Fehlen von 


_verschiebbaren Verzweigungspunkten ausgenutzt wird, um die Art der 


Abhangigkeit des allgemeinen Integrals der Differentialgleichung von den 
Anfangswerten genauer zu ergriinden. Betrachten wir ndmlich diejenige 
Lésung y von (1), die fiir einen innerhalb der Flache T gelegenen festen 
Wert x = x) den Wert y = y) annimmt, und deren Ableitung 7’ fiir 7 = 
gleich einer bestimmten einfachen Wurzel yj der Gleichung 

F'(8, Yo, Xp) = 9 


wird 2), so daB also 


(19) F (Yo, Yo: Xo) = 0 
ist, dann sind y und y’ jedenfalls monogene Funktionen von Yp. Wir denken 
uns nun das Integral y von x, aus auf einem ganz innerhalb T verlaufenden 
Wege nach einem Punkte x hin fortgesetzt, dann sind, da innerhalb 7 
keine Verzweigungspunkte der Funktion y liegen, die Werte von y und y’ 


‘in x durch die in 2 vorgeschriebenen Anfangswerte yo, yo eindeutig 


festgelegt. - Zwischen dem durch die Gleichung (1)) verkntipften Werte- 
paar (Y, Yo) und dem durch die Gleichung 

(1) Fly’, y, %) =0 
verkniipften Wertepaar (y, y’) besteht also eine eindeutige Beziehung, 
und zwar ist diese Beziehung gegenseitig eindeutig, da ja dieselbe Uber- 
legung auch giiltig bleibt, wenn wir das im Punkte x durch die Anfangs- 
werte y, y’ bestimmte Integral auf einem in 7 verlaufenden Wege nach 
dem Punkte z) hin fortsetzen. Es ist also 
(44) y = PY Yo) | Yo = Poly’, ¥) 

y' = BY, Yo) | Yo = Poly, Y); 

wo die ®, #, D, #, monogene eindeutige Funktionen ihrer Argumente 
bedeuten, die natiirlich noch a) und x als Parameter enthalten, und durch 
die Beziehungen (44) werden die Gleichungen (1)) und (4) (in denen 2 
und x als Parameter anzusehen sind) ineinander transformiert. Ein ge- 
naueres Eingehen auf den analytischen Charakter der zwischen (y’, y) 
und (¥}, Yo) bestehenden Abhangigkeit fiihrt, ahnlich wie in der Nr. 15, 
zu dem Schlusse, da8 die eindeutigen Funktionen @, ¥, ®), Y) rationale 
Funktionen von y), yy baw. y’, y sind; man kann aber hier dasselbe aus 
einem Satze von Picard ®) erschlieBen, der besagt, dai eine gegenseitig 
y 4) Poincaré, a.a. O., vgl. fiir das folgende Picard, Traité d’Analyse III 
(1908), S. 82ff.; Painlevé, a. a. O.S. 70ff. 

2) Werte yo, fiir die alle Wurzeln dieser Gleichung mehrfache sind, gibt es 
nur in endlicher Anzahl; diese iiben auf die folgende Uberlegung keinen EinfluB aus. 

3) Siehe Picard, Traité d’Analyse III (1908), S. 63. 
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eindeutige Transformation zweier algebraischer Kurven ineinander not- 
wendig eine birationale Transformation (vgl. Nr. 26) sein muf, 
wenn feststeht, daB diese Transformation nur isolierte wesentlich singu- 
lare Stellen haben kann. 

Der zweite Grundgedanke des Poincaréschen Beweises besteht in 
der Heranziehung des folgenden Satzes aus der Theorie der algebraischen 
Funktionen '): 

Der Rang der algebraischen Gleichung (1) zwischen y’ und y stimmt 
(vgl. Nr. 26) mit dem der Gleichung (1,) zwischen yj und yo tberein. 
Ist dieser Rang grd8er als Eins, so kann es nur eine endliche Anzahl 
birationaler Transformationen geben, die diese Gleichungen ineinander 
uberfiihren, und diese Transformationen lassen sich aus den Koeffizienten 
der Gleichungen (1), (19) durch rein algebraische Operationen herstellen. 

Aus diesem Satze folet nun ohne weiteres, dai die Gleichung 

¥ = P(Yo; Yo) » 
in der @ eine rationale Funktion von yj, yp mit von x und 2, abhangigen 
Koeffizienten bedeutet, durch algebraische Operationen aus den Koeffi- 
zienten der Differentialgleichung (1) hergestellt werden kann; das allge- 
meine Integral y von (1) ergibt sich also algebraisch. Wenn insbesondere 
die Koeffizienten von (1) algebraisch von x abhangen, so ist y eine alge- 
braische Funktion von x, und das ist der Satz von Poincaré. 

Wir kénnen mit Benutzung dieses Resultates die Ergebnisse des 
gegenwartigen Kapitels wie folgt zusammenfassen: 

Wenn fur eine Differentialgleichung 


_ (dy 
vi (=, Y, s) = 0, 
d ; 
wo F eime ganze rationale Funktion von “ und y bedeutet, die Ver- 
zweigungspunkte des allgemeinen Integrals fest sind, so hat man zunachst 
den Rang p, der durch diese Gleichung bestimmten algebraischen Funktion 
d Res . : 
a von y festzustellen. Ist p = 0, so laBt sich die Differentialgleichung 
durch eine rationale Transformation auf eine Riccatische Differential- 
gleichung zurtckfihren. Ist p =1, so hangt das allgemeine Integral im 
allgemeinen von einer elliptischen Funktion ab, deren Modul konstant ist 
und durch die Koeffizienten der Differentialgleichung bestimmt wird, und 
erfordert tiberdies noch die Ausfiihrung einer Quadratur ((33), S. 143). 
Ist p > 1, so bestimmt sich das allgemeine Integral auf algebraische Weise 
aus den Koeffizienten der Differentialgleichung. 
Wenn die Koeffizienten der Differentialgleichung die unabhangige 
Variable x nicht explizite enthalten (Briot- und Bou quetsche Gleichung), 


--1) Siehe z. B. Picard, Traité d’Analyse II (1905), 8. 479#f., II (1908), S. 83. 
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so ist das allgemeine Integral im Falle p = 0 entweder eine rationale oder 
eine einfach-periodische Funktion, die nur im Unendlichen einen wesent- 
lich singularen Punkt besitzt, im Falle p = 1 dagegen eine rationale Funk- 
tion von 
? sinamu, cosamu, Aamu, 

wo uw eine lineare, Funktion von z, und der Modul dieser elliptischen Funk- 
tionen durch die Koeffizienten der Differentialgleichung bestimmt ist. Der 
Fall p >1 kann hier nicht auftreten. 


33. Geschichtliches. Weitere Fragestellungen '). 


Die Wurzeln der in den Kapiteln 2 bis 4 auseinandergesetzten Theorie 
der Differentialgleichungen erster Ordnung mit festen Verzweigungs- 
punkten liegen in der von Gauss (von 1797 ab), Abel und Jacobi (1827) 
begriindeten Lehre von den elliptischen Funktionen, die ja die Integration 
der Differentialgleichung (28) lieferte. Cauchy und sein Schiiler Liou- 
ville haben durch die funktionentheoretische Betrachtung der allgemeinen 
doppeltperiodischen Funktionen der Theorie der elliptischen Funktionen 
neue fruchtbare Gedanken zugefiihrt 2) und Méray, ein Schiiler Liou- 
villes, hat den fiir die Lehre von den Differentialgleichungen wichtigen 
Satz aufgestellt, daB eine eindeutige doppeltperiodische Funktion, die im 
Endlichen keine wesentlich singulare Stelle besitzt, stets einer Differential- 
gleichung von der Form (3) (5. 95) geniigt. Briot und Bouquet haben 
dann (1855/56) das Studium der jetzt nach ihnen benannten Differential- 
gleichungen (3), deren allgemeines Integral eine eindeutige Funktion von 
x ist, aufgenommen und durchgefiihrt; der bedeutsame Gedanke, den 
Rang der algebraischen Gleichung zwischen y’ und y ins Spiel zu bringen, 
geht auf Hermite (4873) zurtick. Fuchs gab (1884) dem Problem die 
entscheidende Wendung, indem er die Differentialgleichungen von der 
allgemeinen Form (1), wo also die abhangige Veranderliche x eingeht, 
betrachtete und in den Differentialgleichungen, die keine verschiebbaren 
Verzweigungspunkte besitzen, die Verallgemeinerung der Briot- und 
Bouquetschen Gleichungen erkannte. Es ist zu bemerken, daf die Me- 
thoden, nach denen Raschke (1883) die Briot- und Bouquetschen 
Differentialgleichungen behandelte, eine wertvolle Vorarbeit fiir die Unter- 
suchungen von Fuchs bildeten. Poincaré gab unmittelbar nach dem 
Erscheinen der Fuchsschen Abhandlung seinen am Schlu8& der vorigen 
1) Vgl. hierzu den Artikel ITB6 von E. Hilb in der Enzyklopadie der 
Math. Wiss., Bd. J12 (1921), S. 563 ff. 

2) Siehe z. B. Liouville, Legons sur les fonctions doublement périodiques 
faites en 1847, Crelles Journal 88 (1880), S. 277. 


{ 
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Nummer ausgesprochenen Satz, durch den gezeigt war, dab die Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung mit festen Verzweigungspunkten keine 
bis dahin unbekannten Transzendenten, insbesondere keine neuen ein- 
deutigen Funktionen definieren. — Painlevé gab (1887) durch seine 
genauere Untersuchung der Abhangigkeit der Losungen von den Anfangs- 
werten und durch den Beweis des nach ihm benannten Satzes (Nr. 14, 
S. 53) den Arbeiten von Fuchs und Poincaré ein sicheres Fundament. 
— Es ist aber auSerordentlich bemerkenswert, daB der Painlevésche 
Satz nur ftir Differentialgleichungen erster Ordnung gilt. Fir Diffe- 
rentialgleichungen. héherer Ordnung oder fiir Systeme von Differential- 
gleichungen erster Ordnung kann es sehr wohl vorkommen, daB sich an 
den mit den Anfangswerten verschiebbaren singularen Punkten die Inte- 
grale nicht mehr algebroid verhalten'). So hat die Differentialgleichung 


zweiter Ordnung 
ay dy\?\2 dy\3 
y dx? SS + ay (a) Os 


wie man sofort bestatigt, die allgemeine Losung 
1 
Ga Cye ’ 

wo C,, ¢c, willkiirliche Konstanten bedeuten; die verschiebbare Stelle x = c, 
ist aber eine wesentliche Singularitat. Fur Differentialgleichungen dritter 
und hoherer Ordnung kénnen die verschiebbaren singulaéren Stellen sogar 
Linien erfiillen, was — wie Painlevé gezeigt hat — fir Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung nicht eintreten kann. 

Wir geben nun noch eine Ubersicht iiber die verschiedenen Frage- 
stellungen, die an die im vorhergehenden dargelegten Untersuchungen 
angekntpft worden sind. 

I. Was die Differentialgleichungen erster Ordnung anlangt, 
so haben wir 

1. die Frage nach dem Verhalten der Integrale in der Umgebung 

der festen singulaéren Stellen. 

Dafiir liegen die ersten Untersuchungen in der klassischen Abhand- 
lung von Briot und Bouquet (1855/56) vor. Neuere Arbeiten in dieser 
Richtung stammen von Picard, Poincaré, Horn, Boutroux und 
Malmquist?). Wir werden dieser Frage nur in dem Falle naher treten, 


1) Siehe Picard, Comptes Rendus 18871, S. 42; vel. Painlevé, Lecons 
etc., S. 394, 413. 

*) Siehe die Darstellung einiger Ergebnisse dieser Arbeiten bei J. Horn 
Gewohnliche Differentialgleichungen, Sammlung Schubert L (1905), S. 3191f., wo 
auch Literaturangaben zu finden sind, und bei P. Boutroux, Lecgons sur les fonc- 
tions définies par les équations différentielles du premier ordre, Paris 1908; 
J. Malmquist Archiv for Matem. Astr. och Fysik 15, Nr. 3 (1920), Nr. 27 (1921). 
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wo es sich um eine Differentialgleichung erster Ordnung mit festen Ver- 
zweigungspunkten, also im wesentlichen um eine Riccatische Differen- 
tialgleichung handelt, und zwar werden wir in den folgenden Kapiteln 
die Grundztige der analytischen Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entwickeln, auf die ja eine Riccatische Differentialgleichung 
zurtickgefiihrt worden ist (Nr. 17). 

2. Man kann nach den Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
festen Verzweigungspunkten, deren Lésungen also in der Flache 
T meromorph und mithin eindeutig sind, diejenigen Differential- 
gleichungen untersuchen, deren Lésungen innerhalb T von end- 

_licher Vieldeutigkeit sind. 

In dieser Richtung hat besonders Painlevé eingehende Unter- 
suchungen angestellt'). Hier la8t sich auch die Frage cinordnen nach 
den Differentialgleichungen erster Ordnung, deren allgemeines Integral 
eine algebraische Funktion der unabhangigen Veranderlichen ist. Sie 
ist trotz der darauf gerichteten Bemiihungen von Darboux, Poincaré 
und Autonne?) von einer Lésung noch weit entfernt. 

Il. Fur die Differentialgleichungen héherer Ordnung oder Systeme 
von Differentialgleichungen erster Ordnung kommen in Frage: 

4. die linearen Differentialgleichungen, von denen, wie schon be- 

merkt, in den folgenden Kapiteln die Rede sein wird; 

2. die Frage nach den Differentialgleichungen zweiter und hoherer 
Ordnung, deren Lésungen keine anderen verschiebbaren Singu- 
laritaten als Pole besitzen. 

Painlevé hat (von 1900 an) nach einer ihm eigentiimlichen Me- 
thode die Bedingungen dafiir angegeben, daf eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung die genannte Eigenschaft besitzt, und hat dadurch u. a. 
einen Typus von Differentialgleichungen entdeckt, deren allgemeine Lésung 
_ eine neue eindeutige Transzendente ist*). Spater (4905) hat Schlesinger 
gefunden, da die Theorie der linearen Differentialgleichungen zu einer 
Klasse von Differentialgleichungen bezw. von Systemen von Differen- 
tialgleichungen beliebig hoher Ordnung fiihrt, deren Integrale nur 
verschiebbare Pole haben. Wir werden iiber diese Untersuchungen im 
neunten Kapitel berichten und dort auch die neuere Literatur iiber 
diesen Gegenstand zusammenstellen. 


1) Siehe Painlevé, Lecons etc., 58. 92 ff., und Note zu dem in der Fub- 
note 2) S. 124 genannten Buche yon Boutroux; vergl. ferner J. Malmquist, 
Acta Mathematica 86 (1910), S. 297, 42 (1920), S. 317. 

2) Siehe Literaturangaben in dem oben genannten Enzyklopadieartikel von Hilb. 

3) Kine Behandlung dieser Painlevéschen Transzendenten gibt Horn, a. a. 
QO. 8:39; wo auch Literaturangaben zu finden sind. 
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34. Die lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung. 


Zur Einftihrung in’ die Methoden, die tiber das Verhalten der Inte- 
grale linearer homogener Differentialgleichungen in der Umgebung sin- 
gularer Stellen Aufschlu8 geben, erscheint es zweckmaBig, mit dem ein- 
fachsten Falle der Differentialgleichung (vgl. (20) der Nr. 16) 

d 

(1) dn = YA) 
zu beginnen. Wir haben schon gezeigt, da®i alle Singularitaten dieser 
Differentialgleichung feste sind; es geht dies aber auch unmittelbar daraus 
hervor, daB, wenn y, ein partikulares und y das allgemeine Integral von 
(1) bedeutet, 


dyn ts. de dy, 
yda— y, dx 
also 
(1) y = const. y; 


ist. Singulaére Stellen eines Integrals von (1) kénnen also nur solche 
az-Werte sein, wo die Funktion a(x) selbst aufhért holomorph zu sein. 

Es sei nun z =a eine isolierte singulare Stelle von a(x), in deren 
Umgebung a(x) eindeutig ist, d.h. daB ein geschlossener Weg U, der 
diesen und keinen anderen singuléaren Punkt von a,(x) einmal im positiven 
Sinne umschlieSt, die Funktion zu ihrem Ausgangswerte zurtckfiihrt. 

Das Integral y mége sich, auf dem Wege U fortgesetzt, in y ver- 
wandelt haben, dann ist y ebenfalls ein Integral von (1). Da aber das 
allgemeine Integral der Gleichung (1) in der Form cy darstellbar ist, wo 
¢ eine willkiirliche Konstante bedeutet, so haben wir jedenfalls 

(II) y= wy, 
wo @ eine bestimmte Konstante darstellt. Es ist nun leicht eine ein- 
fache Funktion herzustellen, die sich mit der Konstanten @ multipliziert, 
wenn x den Weg U beschreibt. Setzen wir 


as 
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so ist, wenn wir dem log m seine Vieldeutigkeit belassen, r nur abge- 
sehen von additiven ganzen Zahlen bestimmt; jedenfalls multipliziert 
sich aber der Ausdruck 


a (x Pay a), 
wenn x den Weg U beschreibt mit 
CMR = 59) 5 
Der Quotient 
y 
(ences De 
p(x) (Ge Saye 


ist also in der Umgebung von x = a eindeutig und hat in a eine isolierte 


- Singularitaét. Wir bemerken noch, da8 die Hilfsfunktion y selbst einer 


Differentialgleichung von der Form (1) geniigt, némlich der Gleichung 

(IIT) Fina eee 
Nun ist eine in der Umgebung eines isolierten singularen Punktes 2 = a 
eindeutige Funktion, ohne Riicksicht auf die Art ihres Verhaltens in 
diesem Punkte selbst, in einer gewissen Umgebung von x =a nach dem 
Laurentschen Satze!) nach ganzen Potenzen von x— a entwickelbar; 
wir haben also fiir den Koeffizienten a(x) eine Entwicklung von der Form 


und fir g(a) eine dhnliche Entwicklung 
“rb 00 
CROs ON Sea Ue 
Das Integral y wird also in der Umgebung von x = a die Gestalt haben: 


+a 
(IV) y= (7 ay" ao yee —a)F 


der Umstand, daf der Exponent r nur abgesehen von additiven ganzen 
Zahlen bestimmt ist, kommt bei dieser Darstellung nicht in Betracht, da, 
wenn die Reihe unendlich viele positive und unendlich viele negative Po- 
tenzen von (z— a) enthalt, die Anderung von r um eine ganze Zahl nur 
eine Verschiebung der Glieder innerhalb der Reihe nach sich zieht. 
Dadurch ist das Verhalten der Lésung y in der Umgebung der sin- 
guldren Stelle « = a qualitativ bestimmt. Um nun noch die Darstellung 
der Lésung in dieser Umgebung quantitativ angeben zu kénnen, mu 
man suchen, 7 und die Koeffizienten y, wirklich zu berechnen, wenn die 
Koeffizienten c, der Entwicklung von a(x) bekannt sind. Diese Aufgabe 
ist, wie man sich durch Einsetzen der Reihen in die Differentialgleichung 
sofort tiberzeugt, durch Anwendung der Methode der unbestimmten Koef- 


1) Siehe z. B. Knopp, Funktionentheorie (1918), S. 119. 
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fizienten auf elementare Weise nicht lésbar, wenn die Reihe fiir y sowohl 
nach der Seite der positiven als auch nach der Seite der negativen Ex- 
ponenten hin ins Unendliche geht. Es wird also eine Einschrankung in 
bezug auf die Natur der singularen Stelle « =a Platz greifen miissen; 
um diese deutlich zu machen, fihren wir die folgende auf Fuchs!) 
zurtickgehende Bezeichnung ein. 

Wenn eine monogene Funktion f(z) im Punkte x = a eine isolierte 
singulaére Stelle hat, und es eine Potenz (x—a)® mit endlichem Ex- 
ponenten @ gibt, so daB das Produkt f(x) - (x — a)® in der Umgebung von 
x = adem absoluten Betrage nach beschrankt ist, d. h. daf | f(x) - (a — a)? | 
fur alle x, die einer Ungleichung | *—a|<6 genigen, kleiner bleibt 
als eine angebbare positive GréBe M, so sagen wir, die Funktion /(x) 
sei im Punkte « =a nicht unbestimmt. Dagegen nennen wir x =a 
einen Punkt der Unbestimmtheit fiir die Funktion f(z), wenn eine 
solehe Potenz (#— a)* nicht existiert. Eine nicht isolierte singulare 
Stelle soll stets als Punkt der Unbestimmtheit angesehen werden. Im 
Sinne dieser Definition ist also eine isolierte wesentlich singulare Stelle 
einer eindeutigen Funktion ein Punkt der Unbestimmtheit; dagegen wird. 
z. B. eine Funktion g(x), die in « =a einen Pol von endlicher Ordnung » 
besitzt, und ebenso das Produkt einer solchen Funktion mit einer Potenz 
(c — a)’ oder mit log(# — a) in x = anicht unbestimmt. Eine Laurent- 


+o 
sche Reihe & y,(z—a)* hat die Stelle «=a zum Punkte der Unbe- 


stimmtheit dann und nur dann, wenn die Anzahl der Potenzen mit nega- 
tiven Exponenten unendlich grof ist. Wie diese Bezeichnung auf das 
Verhalten einer Funktion fiir « = oo anzuwenden ist, bedarf wohl keiner 
besonderen Erérterung. 

Es sei nun vorausgesetzt, dag y in «=a nicht unbe- 
stimmt ist. Dann kann man die in der Entwicklung von y in endlicher 
Anzahl auftretenden Potenzen mit negativen Exponenten durch Ab- 
anderung von r zum Wegfall bringen, also diese Entwicklung von y in 
die Form setzen: 

(IVa) y=(@—ayr(yy+x(@—a) + «+, 
wo 

Yo + 0 
ist und r jetzt eine vollig bestimmte Gréfe bedeutet. Wir sagen dann, 
die Funktion y gehére fiir =a zum Exponenten r. 

Um die Form von a(x) festzustellen, bemerken wir, daf 

d logy al TYo toe: 

dz £—a@ pt yi(u—a)+--- 
ist; also haben wir, da der mit (z — a)—! multiplizierte Bruch in der Um- 
gebung von x =a holomorph ist, 


1) L, Fuchs, 1886, Werke Il, S. 394. 


OG?) = 
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nl . 
a(x) Slot (4% — a) + ¢(4 — a)? + al, Oo =P. 


Damit y, und dadurch auch das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (1), im singuléren Punkte a nicht unbestimmt sei, ist also not- 
wendigund hinreichend, daf a(x) in x = a héchstens einen Pol erster 
Ordnung besitzt. Die Bestimmung der Gréfen r und y, erfolgt nun 
durch Einsetzen in die Differentialgleichung nach der Methode der unbe- 
stimmten Koeffizienten. Man erhalt 

2 yulk + r)(x — ajttr—l = 2 y,(x — a)etr eaclioa Sh (x —a)k 
k=0 k=0 UAE hex 0 
also, indem man beiderseits mit x — a multipliziert und die Koeffizienten 
gleich hoher Potenzen von x — a einander gleichsetzt: 

(2) yy oh) Coyy + Cy Vy—1 ace Alecks CyVo (i OF) ts 
was eine Rekursionsformel fiir die yo, y;,... liefert. Insbesondere 
ergibt sich fir v = 0 

Yor = Coo» 
es bleibt also das von Null verschieden vorausgesetzte yo willkirlich, und 
der Exponent r bestimmt sich zu ¢p, d. h. er ist gleich dem Koeffizienten 
von (f—a)! in der Entwicklung von a(x) oder dem Cauchyschen 
schen Residuum von a(z), 
r= Resr=aa(Zz). 


Wir haben also in diesem Falle die quantitative Bestimmung der Ent- 
wicklung des Integrals geleistet. 

Wir gehen nun einen Schritt weiter, indem wir statt uns wie bisher 
auf die Umgebung einer einzelnen singularen Stelle zu beschranken, das 
Verhalten in der ganzen Ebene studieren. Wir wollen zuvorderst a(x) 
als allenthalben eindeutige Funktion von x voraussetzen und dann die 
Forderung aufstellen, da y fir keinen Punkt der z-Ebene unbestimmt 
sein mége. Dann darf a(z) in der ganzen x-Ebene (den Punkt x =o 
eingeschlossen) keine anderen Singularitaten als einfache Pole besitzen, 
und hieraus folgt 1), daB a(a) eine rationale Funktion sein muf. 

Es seien die im Endlichen gelegenen einfachen Pole von a(x) 

agen ees 
so hat also a(x) die Gestalt 
h(a) 


(Geta) as)... aye 


alr) i= 


wo h(x) eine ganze rationale Funktion von x bedeutet. Um noch die 
Bedingung dafiir zu finden, da8 auch « = o keine Unbestimmtheitsstelle 
von y ist, fiihren wir in die Differentialgleichung (1) 


1) Siehe z. B. Knopp, a. a. O., 8. 136. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 9 
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dx 4 (%— a,)...(%& — Ae) 

durch die Transformation 


Bea 
ae 


die neue unabhangige Veranderliche ¢ ein. Dann mu8 fir die transfor- 
mierte Differentialgleichung 


Fs) 


die Bedingung erfiillt sein, da’ y in é = 0 nicht unbestimmt ist, d. h. es 
mu der Koeffizient in € = 0 einen Pol erster Ordnung haben. Daraus 
folgt aber, dafB der Grad von A(z) nicht gréBer als o—1 sein 
darf. 

Denkt man sich dann a(x) in Partialbriiche zerlegt: 


so ergibt sich das allgemeine Integral von (1) in der Form 
oO 
(3) y = const. IT (x — ax)"s 
k=1 


in Ubereinstimmung mit dem oben fiir die Exponenten 7 gefundenen 
Ergebnis. 

Dagegen wirde, wenn der Grad m von h(x) groBer als o— 1 ware, 
bei der Dar iibeteh cedars von a(x) noch ein ganzer rationaler Teil 
g(x) vom Grade m—o auftreten, 

a(n) = g(a) + 2a 
und das allgemeine Integral von (1) 


y= ef aeyde [] (a — ax)"« 
k=1 


hatte in diesem Falle in x = oo einen Punkt der Unbestimmtheit. 
Die Differentialgleichung 


dx ES Cob A 


ist trotz ithres elementaren Charakters als einfachstes Paradigma einer 
wichtigen Klasse von Differentialgleichungen fiir uns von besonderer Be- 
deutung. Wir bezeichnen sie als zum Fuchsschen Typus gehérig, weil 
ihre Integrale nirgends unbestimmt sind. Fir o = 4 reduziert sie sich auf 
die Differentialgleichung (III), die wir als Cauchysche bezeichnen wollen. 


Sapa aap 
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Es mégen nun noch einige Bemerkungen itiber die Mehrdeutigkeit 
der Funktion y in der ganzen Ebene gemacht werden. Wir brauchen uns 
dabei nicht auf die Differentialgleichung (V) zu beschranken, wir konnen 
vielmehr den allgemeinen Fall ins Auge fassen, wo der Koeffizient a(x) 
eine eindeutige Funktion ist, die im Endlichen nur eine endliche Anzahl __ 


singularer Punkte a,, dg, ..., a, besitzt. 
Wir scheiden die Punkte a,,...,a@, durch kleine Kurven aus der 
Ebene aus und verbinden diese durch Schnitte 1,, 1,,...,1, mit dem Un- 


endlichen (Fig. 2). Diese Schnitte mégen — das sei ein fiir allemal verab- 
redet — langs analytischer Kurven, die einander nicht durchsetzen, gelegt 
werden. In der so entstehenden einfach zusammenhangenden Flache T 
ist das Integral y, das fir «=x, den Anfangswert y = yj) annimmt, 
allenthalben holomorph, also eindeutig 
bestimmt. Es fragt sich nun, was mit y 
geschieht, wenn wir nicht innerhalb 7 
verbleiben, sondern auf einem Wege wu 
fortsetzen, der gewisse der Querschnitte 
l, tiberschreitet. Wenn dann y in y iiber- 
gegangen ist, so geniigt auch y der Diffe- 
rentialgleichung (1), es ist also y =c,y, 
wo c, eine fiir den Weg wu charakte- 
ristische Konstante bedeutet. Fir die Wirkung des Weges wu auf die 
Wertanderung der Funktion ist aber nur maBgebend, in welcher Reihen- 
folge und in welchem Sinne dieser Weg die einzelnen Schnitte 1,,..., 1, 
durchquert. Wir nennen einen einfachen Schleifenweg s, einen 
solchen, der nur einen Schnitt 1, iiberschreitet, und sagen, die Uber- 
schreitung erfolge im positiven Sinne, wenn der Ubergang in derjenigen 
Richtung erfolgt, die der Bewegung eines im Punkte a, befestigt ge- 
dachten Uhrzeigers entgegengesetzt ist. Analytisch kann dieser Sinn 
also dadurch definiert werden, da das Argument von #«—a, in diesem 
Sinne wachst, oder da8 sich log(2—a,) bei Uberschreitung von 1, in 
diesem Sinne um 277 vermehrt. Der Weg u laBt sich dann in seiner Wir- 
kung auf y durch die Aufeinanderfolge solcher teils im positiven, teils 
im negativen Sinne durchlaufenen Schleifenwege s, ersetzen. Multi- 
pliziert sich y bei der Fortsetzung langs des im positiven Sinne durch- 
laufenen Schleifenweges s,, d.h. also nach einmaliger Umkreisung des 
Punktes a, im positiven Sinne, mit w,, und durchquert wu der Reihe nach 
g,-mal den Schnitt /,, dann g;-mal den Schnitt 1,,..., wo g,, 89, --- 
‘positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, je nachdem die Uber- 
schreitung im positiven oder negativen Sinne | g,|-mal erfolgt, so ist 


Fig. 2. 


(VI) Cig 0 geile 
O* 
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Man sieht, da& auf diese Weise die Mehrdeutigkeit der Funktion y voll- 
kommen beherrscht wird, wenn man die zu den einzelnen Schleifen- 
wegen s, gehorigen Multiplikatoren w, kennt. 

Die quantitative Bestimmung dieser w, ist 1m Falle der Diffe- 
rentialgleichung vom Fuchsschen Typus sofort gegeben, indem namlich 


Oy = ern (poeta) 
ist. Ferner kommt es hier, d.h. fiir die eine Differentialgleichung (1), 
nur darauf an, wie oft der Weg uw im ganzen die Schnitte l,,..., 1, 


iiberschritten hat, wobei Uberschreitungen desselben Schnitts im posi- 
tiven und negativen Sinne sich in ihrer Wirkung aufheben, weil ja in 
dem Ausdruck (VI) der Wert des Produktes von der Reihenfolge der 
Faktoren unabhangig ist. Diese hier trivial erscheinende Bemerkung 
wird spater Bedeutung gewinnen, wenn wir die analogen Betrach- 
tungen fir lineare Differentialgleichungen von hoherer als der ersten 
Ordnung oder ,fir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung 
durchfiihren werden. 


35. Systeme von zwei linearen Differentialgleichungen. 
Matrizenkalkiil. 


Die in der vorigen Nummer gegebenen Entwicklungen beziehen 
sich auf den besonderen Fall der Riccatischen Differentialgleichung (15) 
der Nr. 15, wo a) =0, a, = 0 ist. Im allgemeinen Falle hatten wir ein 
System von zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung oder 
eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung als der Riccati- 
schen Differentialgleichung gleichwertig gefunden. Wir wollen nun- 
mehr die Theorie der Systeme von der Form 


d 
= = Yi Ay + YoM , 
(A) 


dy, 
| = Yrdys + YoA22 


entwickeln und werden dabei schrittweise die Analogie zu verfolgen 
suchen zu den in der Nr. 34 fiir die eine Differentialgleichung (1) ge- 
fundenen Ergebnissen. Die einzelnen Schritte sind durch die mit den 
romischen Ziffern (1) bis (YI) bezeichneten Gleichungen angedeutet. 

Ein Existenzbeweis fiir die Integrale des Systems ist bisher nur 
fir reelle Werte der Veranderlichen x erbracht; um den Beweis fir das 
komplexe Gebiet bequem auseinandersetzen zu kénnen, sollen einige 
formale Entwicklungen vorausgeschickt werden, bei denen man vorerst, 
wenn von Integralen die Rede ist, an die im reellen Gebiete definierten 
denken mag. 
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Es seien zwei partikulare Lésungssysteme von (A) 941, ¥1. und 
Yor, Yo2 durch ihre Anfangswerte fiir x = xz, gegeben: 
(4) Yai yas Chel Vis 
LS y®) eae (O)e 
Yor = Yai, Yoo = Yo2 5 
dann bestehen also die vier Gleichungen 
i d 4. 
(A’) ee = yrds + Yi2der. (i,k = 1,2) 
Bedeuten nun y,, y, das allgemeine Lésungssystem, so setzen wir 
(5) Yr = Yr 1H C2Ya1, Yo = C1Y12 + CoYoe 
und stellen uns die Aufgabe, die Natur der Gré8en c,, c, zu erforschen. 
Die Berechnung der Gréfen c,, c, aus den Gleichungen (5) ist sicher még- 
lich, wenn die Determinante 
Phan | Yt Yi2 
Yor Yoo 
nicht identisch verschwindet. Wir nehmen darum an, da® die Anfangs- 
werte (4) so gewahlt seien, daB 


| ye ye) 
wines 

sei. Dann ergeben sich die c,, c, aus (5) als differentierbare Funktionen 

von x. Wir wollen nun die Gleichungen (5) differentiieren und fiir die 

Ableitungen y;, ihre Werte aus (A’), fiir die y, ihre Werte aus (A) ein- 

setzen; dann kommt 

yi adiz + yoda, = ci(yir diz + Yyi2dar) + ca(yeraizr + yao dor) + ciyik + C2Y2% 

(% = 1,2) 


ate 0 


und mit Beriicksichtigung der Gleichungen (5) 
(6) c1yik + cay = 0. (k=1,2) 
Da aber die Determinante 4 nicht identisch verschwindet, so folgt aus 
den beiden Gleichungen (6), cj =0, co =0, d.h. die cc, sind Kon- 
stanten. Das ist in gewissem Sinne das Analogon der Gleichung (1). 
Diese Analogie kann aber noch sinnfalliger gemacht werden, wenn 
man neben den yz ein zweites Paar von partikularen Lésungen w,, W4, 
und Up), Uap betrachtet, fir das auch die Determinante 
__ | Uy, Uys 
iS | Uo, Use 
nicht identisch verschwindet. Man hat dann entsprechend den Glei- 
chungen (5) die Beziehungen 
(7) Wik = Gyre + Cig Y2x (i, &=1, 2) 
mit konstanten c;,,, und da nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 


¢ 
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] 


(8) Uy, Uy C11 (x2 || Yi Yi2 
Ug, Use Cor Coe || Yor Yoo 
ist, so hat die Determinante 
C11 12 
Cor C29 


einen von Null verschiedenen Wert. Man kann nun nach einem in den 
verschiedensten Teilen der Mathematik iiblichen Verfahren die vier 
Gleichungen (7) in eine symbolische Form zusammenfassen, indem man 
ein System von vier GroBen, wie z. B. y;, (t, k = 1, 2), als Gré68Rensymbol 


ee Gi3\ y 
Yor Y2 

als eine sogenannte Matrix +) ansieht und fiir diese Matrizen Rechnungs- 
regeln aufstellt. Die wichtigste unter diesen Regeln ist die Komposition 
oder Multiplikation, die so erklart wird, da®B man 


(9) ie a et (a a) te a 
Uo, Ue 91 Co2/ \Yoi Yo: 
setzt, wenn die u,;, durch die Gleichungen (7) gegeben sind. Man sagt 
dann, U sei die aus C und Y (in dieser Reihenfolge!) komponierte oder 
zusammengesetzte Matrix, oder U entstehe aus Y durch Linkskompo- 
sition mit C oder aus C durch Rechtskomposition mit Y. Im allgemeinen 


ist CY von YC verschieden; die Komposition ist im allgemeinen nicht 
kommutativ, es gilt aber allemal (GI. (8)): 


|CY|=|¥e| — |e] -| ¥- 


? 


Wenn insbesondere 
CYteS VC. 
ist, so heiBen C und Y vertauschbare Matrizen. 
Definiert man die Addition zweier Matrizen durch die Gleichung 

es + by 42+ O42 rit te a a ce bis ; 

oy + ey Ag9 + b2 Ay Ay Boy bo9/ 
so ist diese Operation ersichtlich kommutativ; ferner gilt das distri- 
butive Gesetz 

C(A + B)=CA+CB 

und fiir Addition und Komposition das assoziative Gesetz 


(A+B)+C=]{A+ (B+ CO) =A+B+C 
(AB) CEA BO Re 


1) Die Matrix, deren Elemente durch kleine Buchstaben mit Doppelindex 
dargestellt sind, bezeichnen wir im folgenden stets durch den entsprechenden 
groBen Buchstaben. Dieser groBe Buchstabe zwischen vertikalen Strichen soll den 
Wert der Determinante der Matrix bedeuten, also z. B. | ¥Y|= 4. 
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(01) 


heiBt Einheitsmatrix, wir bezeichnen sie mit J und ihre Elemente 
mit! 0, (%, k = 1, 2), so daB also 0,, = de = 1, by, = 6, = 0 ist. Jede 
Matrix bleibt ungedndert, wenn man sie von rechts oder von links mit J 
kom poniert. 

Die Kompositionsgleichungen (7) kann man, da |C| =I von Null 
verschieden ist, nach den y, auflésen und findet 


Die Matrix 


(7a) Ya = Ch + Cou, (i,k = 1,2) 


— C12 ; 7 Cor , Cy 


TT ead Mel Pane tree 


Die Matrix C’ heiBt die zu C inverse und man schreibt 


, ’ — 
a os at G re Cy a 4 mA" Co ‘a 
ls = = 
C31 C29 Cay Oo : 


offenbar ist dann auch C die inverse Matrix von C’ und man hat 


(10) ci: = er Bee 
| 


CONC Ci I 
oe Ch |C] <4. 
Aus 
(9a) U=CY 
folgt 
(12) Up Mit Vow (aoe 
denn es ist 


UI ECan) ies Cri CIO wan CCT sb ah. 


Sind die Elemente y;, der Matrix Y differentiierbare Funktionen von z, 
so schreiben wir 


dys, dYyr» 
de de \_ dy 
Ayo, Cox | dx” 
dx dz 


Mit dieser Bezeichnungsweise kann das System der Gleichungen 

(A’) in die symbolische Gleichung 

: dy 

(A’) Ai 

zusammengefaft werden. Da |¥{|-+ 0 ist, konnen wir statt dessen 
auch schreiben 


Se Gn 


Me dV aie gas 
(13) Meat, 


wir sehen, da® die Koeffizienten des Differentialsystems (A) in einfacher 
Weise durch die Elemente der Matrix Y dargestellt werden kénnen, so 
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da also durch die Matrix Y der gesamte Inhalt des Differentialsystems 
(A) erschépft wird. Wir nennen Y eine Integralmatrix des Differen- 
tialsystems (A) oder (A’). 

Es treten hier zwei wohl zu unterscheidende Formen des Differential- 
systems (A) auf. Einmal die ursprtingliche Form (A), fiir die die allge- 
meine Lésung y,, y, in der Form (5) durch die Elemente y, der Inte- 
gralmatrix Y dargestellt wird. Dann aber die Form (A’), wo die Elemente 
einer Integralmatrix selbst vorkommen. Der Ubergang von der Inte- 
gralmatrix Y zu der Integralmatrix U wird durch die Gleichung (9) oder 


(9) Oe Oy 
vermittelt, wo C eine konstante Matrix mit nicht verschwindender 
Determinante bedeutet. Umgekehrt stellt 


(414) Vipin SNe 
stets eine Integralmatrix von (A) dar, wenn I’ irgendeine konstante 


Matrix mit nicht verschwindender Determinante bedeutet. In der Tat 
ist nach den Kompositionsgleichungen (7) 


Zik = VAyi1, + Vi2y2, 


also 
a _ AY 
dx ~" dz? 
folglich nach (12) 
dZ adY adY 
—1 _ — Y—1 p-—1 ee Nee eae 
(45) Z Fama cr Tatar iia ees 


Wie zu der Form (A) die allgemeine Lésung y,, y, gehért, so gehort also 
zu der Form (A’) die allgemeine Integralmatrix IY, die aus einer 
partikularen Integralmatrix Y durch Linkskomposition mit einer will- 
kirlichen konstanten Matrix I~ von nicht verschwindender Deter- 
minante hervorgeht. Die Gleichung (14) bildet das vollkommene Ana- 
logon zu der Gleichung (I) der Nr. 34, so wie die Form (A’) als die 
direkte Verallgemeinerung der Differentialgleichung (1) anzusehen ist. 
} Biase Gasp ; , 

Die Matrix Y—! Ae entspricht der logarithmischen Ableitung y~+ a 

einer Funktion, wir schreiben 


(16) Yi —— = (DE 


und lesen dies ,,derivierte Matrix von Y‘“‘; dieses Derivations- 
symbol ist auf jede Matrix differentiierbarer Funktionen y,,, deren Deter- 
minante nicht verschwindet, anwendbar. Wir kénnen das System (A’) 
jetzt in der Form 

(A’) DY =A 


36. Existenzbeweise im reellen und komplexen Gebiet. 137 


schreiben, in der es der Form 


der Differentialgleichung (1) entspricht. 


36. Existenzbeweise im reellen und komplexen Gebiet. 


Die Zweckmafigkeit der in der vorigen Nummer eingefiihrten 
Symbolik wird sich sofort kundgeben, wenn wir nun dazu iibergehen, 
die Existenzbeweise fiir die Lésungen des Systems (A) zu liefern. 

Zunachst wollen wir das in der Nr.5 fiir Systeme von n linearen 
Differentialgleichungen erster Ordnung dargelegte Cauchy-Lipschitz- 
sche Verfahren der Matrizenauffassung anzupassen suchen. Fiir das 
Differentialsystem (A), wo jetzt die a; als beschrankte und stetige Funk- 
tionen vorausgesetzt werden, schreiben wir im Punkte « = 2) zwei Sy- 
steme von Anfangswerten, also eine Anfangsmatrix 


vin V2) v6 
yp yo) 


mit nicht verschwindender Determinante vor. Entsprechend den Glei- 
chungen (II) der Nr. 5 bekommen wir dann 


1) 
oe 


OD 
ye 


0 
Ye = (#, — %) X uf dix (€y), 
(es 


— Vir 
1=1,5 


oder 


yy oa ae ys? (Gx (4%)(%, — Zp) + Ox), 


a = WD (ax (ay) (2 — 2) + Six), 
oder endlich in Matrizenform 
YQ) = Y()(A(%)(%1 — Xo) + J), 
(17) Y@) = Y(A (x)(%_ — 21) + J), 


1) Multipliziert man alle Elemente ax der Matrix A mit einer GréBe x, so 
kommt das auf die Komposition von A mit der Matrix 


oe Oktay) 
0) oo 
Sone 
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In dieser Form tritt die Analogie mit den Gleichungen (b), die in der 
Nr. 4 fiir die eine Differentialgleichung (a) aufgestellt wurden, klarer 
hervor als in den Gleichungen (II) der Nr. 5. 

Man kann nun mit den Gleichungen (17) ganz ahbnlich verfahren, | 
wie in der Nr. 4 mit den Gleichungen (b), wenn man an die Stelle der 
dort angewandten Multiplikation die Komposition der Matrizen treten 
]aBt. Teilt man das Intervall (a)...2) durch die m—41 Teilpunkte 


Ly < Uy < Wg<+++<%y,=2, so da jedes Teilintervall kleiner als 
é ist, so folgt aus den Gleichungen (17) 
Y® = Y@—-)(A (ap—1) (ae — Zea) + L) (k=1,2,.-., m) 


durch Komposition 
Ym) = YO IT (A(te-a)(%e — te) + I), 


k=1,2,....m 
wo das Zeichen // die Komposition der Matrizen und zwar in der am 
FuBe angedeuteten Reihenfolge anzeigt. In der Nr. 5 wurde nachge- 
wiesen, da die y%” sich den zu den Anfangswerten y® gehorigen Lésungen 
yx, des Differentialsystems (A) als Grenzwerten nahern, wenn ¢ —> 0 geht. 
Ks ist also 
Ge Yas N ery 27 Ohm itd) (A Cee a) og ee ape ee dys 
21 Y2 é>0 &=1,2,...,m 


und wenn wir, wie in der Nr. 4, wieder das Produktintegralzeichen 


(18) [(Aax ST) Nan OTe Ale a ce eee) 
f é—0 k=1, 2,...,m 


einfiithren, so kénnen wir in der Form 


ae yo |"(Ade Ag 
die Integralmatrix des Systems (A) oder (A’) darstellen, die fir « = a, 
die Anfangswerte Y > annimmt. Die Integralmatrix 


lak o 


(Adz + 1) 


8 


0 


selbst reduziert sich fir x = x auf die Einheitsmatrix J. 


heraus, die offenbar mit jeder Matrix vertauschbar ist. Man deutet diese Multi- 
plikation deshalb durch die einfache Schreibweise zA oder Ax an und nennt z im 
Gegensatz zu der Matrix A eine skalare GréBe. In diesem Sinne ist im Texte 
die Schreibweise A(x o)(x,;— 2») zu verstehen, wo A(z ) die Matrix der ajx (xo) 
bedeutet. 
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Die Symbole D, und { stehen einander reziprok gegeniiber, ebenso 


wie das Differentiations- und Integrationszeichen der gewohnlichen In- 
finitesimalrechnung. Es ist offenbar 


Dz { (Adz UTA 
(19) f 


[ DeYae NaI eave 
% 
_ Wir haben es also hier mit einem richtigen Infinitesimalkalkiil der Ma- 
_ trizen zu tun, der als eine Weiterbildung des in der Algebra seit langer 
Zeit iiblichen algebraischen Matrizenkalkiils anzusehen ist. Ubrigens ist 
sofort zu tibersehen, da® unser Kalkiil nicht auf Matrizen von vier Ele- 
menten beschrankt ist, sondern ohne weiteres auf Matrizen von n® Ele- 
menten aj,(1, k = 1, 2,---,n) iibertragen werden kann. Wir beschranken 
uns aber vorerst der Deutlichkeit halber auf n = 2, und werden spater 
mit wenigen Worten die Verallgemeinerung auf ein beliebiges n vor- 
nehmen. Wir folgen darin dem Begriinder dieses Infinitesimalkalkiils der 
Matrizen, Vito Volterra‘), der freilich einen etwas anderen Ausgangs- 
punkt genommen und auch im einzelnen andere Methoden angewandt 
hat. 2) 
Wir wenden uns nunmehr zum komplexen Gebiete und setzen 
, demgema8 voraus, da& die a;, in einer gewissen Umgebung von x = 
|e—2| Sr 
holomorph, also in der Form 
(20) dix = aly) + ayy (% — %) + °° (@k=1,2) 


darstellbar seien. Nehmen wir fiir die Elemente yx der durch die An- 
fangswerte Y©) zu bestimmenden Integralmatrix Y die Entwicklungen an 


(24) yx = y + YP(a— am) + YG — mH)? + ---, 
so ergeben sich die Koeffizienten dieser Entwicklungen zunachst formal 


1) V. Volterra, Memoria della Societa Italiana delle Scienze (detta dei XL), 
t. VI (1887) und XII (1899). 

2) Fiir die hier gegebene Darstellung vgl. Schlesinger, Crelles Journal 
128 (1906), S. 263 und Vorlesungen iiber lineare Differentialgleichungen, Leipzig 
1908. Die Definition des Produktintegrals kann auch erfolgen, wenn man die Funk- 
tionen a,, nicht als stetig, sondern nur als integrierbar Gm Sinne von Riemann) 
voraussetzt. Natiirlich befriedigen die so definierten Funktionen y,, das Differential- 
system (A) nur an den Stellen 2, wo alle a;, stetig sind. 
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durch Einsetzen in die Differentialgleichungen (A’). In Matrizenform 
haben wir 
adY ; 
aehoee ea 
Avan ACs A (a — a5) sees 
Yi YO. PO (ge — a) 2 oe, 
also eingesetzt: 
Foy Lye —z,) = ( FO” — 14)’ ( FAM — 15)" 
yv=0 y=0 y=0 
durch Vergleichen der Koeffizienten gleichhoher Potenzen von (x — 2) 
auf beiden Seiten finden wir so die Rekursionsformel 
(22) (y+ 1)YC+) = YOAM + YMAC—-YD +... 4+ YOA. (V=0,1,2,...) 
Um nach dem calcul des limites abschaétzen zu kénnen, merken 
wir den folgenden einfachen Satz iiber Matrizen von vier Elementen an: 


Sind 
On a) ea Bye 
=A, WE 
es Age Bor Boe 
zwei Matrizen und hat man die Ungleichungen 


lax{| <M, |Bel| Sn, (i, k=1, 2) 
so gilt nach der Kompositionsformel 
Oy By + Gy2 Bay On Biz + Are a 
; 21 By, + G2 Bor Oar Bix’ + O22 Bo: 
fiir jedes Element der komponierten Matrix die Ungleichung 

(*) | 1 Biz + oie Bor| < 2MN. 

Ist also a™ eine positive GréBe, die gleich dem Doppelten des 
gréBten unter den absoluten Betragen der a), und y eine positive 
Gré&e, die gleich dem gréften unter den absoluten Betragen der y\?) 
ist, so ist nach (x) 


AB =( 


y) = yl) qi?) 
keinesfalls kleiner als der gré8te unter den absoluten Betragen der Ele- 
mente der Matrix 
YG = YO A), 
und wenn wir allgemein 
(23) (» + L)y?t) = yOa + yMav-) + +--+ ya ~v=1,2,..) 
setzen, so folgt ebenso aus der Rekursionsformel (22), daB yt?) nicht 
kleiner ist, als der gré®8te unter den absoluten Betragen der Elemente 
der Matrix Y’*), d.h. 
(24) i seal (4-1, 


Nun folgt aus den einfachsten Satzen iiber Potenzreihen, da die 
Reihe 
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q(o) + al) (x — 2p) 44+. 
sicher in dem Kreise | «— | <r konvergiert, wenn die Reihen (20) 
fir |x—z,|<r konvergent sind. Bilden wir aber die Differential- 
gleichung 


d 
= = 9 (a + ald(e—ay) + ++), 
so wird diese offenbar durch die Reihe 


J” (al) 40' aay) --J dz 
y = ye = y) + yD(a — ay) + W(x — ay)? + - 


 befriedigt; diese Reihe konvergiert folglich fiir |a—a,|<r. Nach 
dem Prinzip des calcul des limites gilt also zufolge der Ungleichungen 
(24) dasselbe fiir die Reihen (21), wodurch der Beweis fiir die Integral- 
existenz des Differentialsystems (A) erbracht ist. Zugleich ist gezeigt, 
daf der Konvergenzbereich der Integralreihen (21) sicher bis zu dem 2 
am nachsten gelegenen singularen Punkte der Koeffizienten aj, reicht, 
d. h. daB& die Lésungen des Differentialsystems (A) keine anderen singu- 
laren Stellen haben kénnen als die Koeffizienten a;z. 

Nach der in der Nr. 143 angegebenen Methode kann nun weiter 
geschlossen werden, da® das zu Beginn dieser Nummer im reellen Ge- 
biete auseinandergesetzte Cauchy-Lipschitzsche Verfahren anwendbar 
bleibt, wenn man es auf einem von x, ausgehenden nach ~« hinfiihrenden 
geraden oder krummlinigen Wege zur Anwendung bringt, vorausgesetzt, 
da dieser Weg keine der singulaéren Stellen der a; passiert. Auf diese 
Weise hat man die Méglichkeit, das Produktintegral 


“Sas 


(25) [ (ade +1) 


% 


erstreckt auf einem beliebigen solchen Wege zu definieren, und kann nun 
mit diesem genau so operieren wie mit dem gewodhnlichen Integral im 
komplexen Gebiet. 

Legt man von den singulaéren Punkten der a; aus Schnitte / nach 
dem Unendlichen, so erhalt man eine Flache 7, innerhalb deren das 
Produktintegral einen vom Wege unabhangigen, eindeutig bestimmten 
Wert besitzt. Auf die Wertanderungen, die es erfahrt, wenn der Inte- 
grationsweg die Schnitte 1 tberschreitet, kommen wir gleich nachher 
zuriick. 

Wir fiigen hier noch eine Abschatzungsformel fiir die Elemente der 
durch das Produktintegral gegebenen Integralmatrix hinzu, die als das 
Analogon des Mittelwertsatzes der gewoéhnlichen Integral- 
rechnung gelten kann. Aus der Flache YT sondern wir einen abge- 
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schlossenen Bereich 7 aus, innerhalb dessen die | a,;| (i,k = 1,2) be- 
schrankt sind. Es _moge dann g(x) die Funktion von x bedeuten, die 
an jeder Stelle von Ti gleich dem gréBten der vier Werte | a, (x) | ist. 
Diese Funktion ist natiirlich nicht monogen, aber sie ist, wie die | a(x) | — 
selbst, lings jeder stetigen Kurve von endlicher Bogenlange, die ganz 


innerhalb 7 verliuft, stetig und infolgedessen mibegrierbars: Aus den 


Differentialgleichungen KS folgt dann 
(26) ie i2|)- (é, k=1, 2) 
Nun ist fiir eine monogene Funktion f(x) der komplexen Veranderlichen 
xz offenbar stets 
| f(x) — f(x’) | = If) | —lf(@’) ||, 
man hat also 
df(x)| _ |d| f(z) 
ot el gel 
dabei ist 
| d | f(x) | lim | f(x) | ee | f(z’) | 
dx 2! 2— x2’ 


zu nehmen, wo die Annaiherung von x’ an « in einer bestimmten, von 
x ausgehenden Richtung erfolgt. 


Aus (26) folgt durch Addition 
dyia 


S 2g (z){\ya| + lye), 


ie|+ | 
also mit Riicksicht auf (27) 

d 

‘Gehles| + [yeel)| <2ete) Caml + [yield 


Integriert man hier auf beiden Seiten auf einem innerhalb 7 zwischen 
x) und x verlaufenden Wege W mit stetiger Tangente, so ergibt sich 


z 
2 J g(x)| dx 
val +lyelse  (u?]+ la), 
wenn y{ die Anfangswerte der y;, in 2 = 2 bezeichnen. La®t man also 


insbesondere y, die Elemente des auf dem Wege W erstreckten Produkt- 
integrals (25) bedeuten, so ist y® = 6, also 


2f°* g(2)| az 
lyia| + | yia| Se % 
und a potiori 


WY ba g()| da | 
(28) |yu| Se % 
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wo das Integral i g(x) |dx| auch auf dem Wege W zu erstrecken ist. Diese 


Formel (28) stellt den gedachten Mittelwertsatz dar i 


37. Methode der sukzessiven Approximationen. Mehrdeutigkeit. 


Das Produktintegral oder, was dasselbe ist, das Cauchy-Lip- 
schitzsche Verfahren gibt uns zwar eine Darstellung der Integralmatrix 
in der Flache 7, d. h. im Holomorphiebereich (z. B. im Mittag-Leffler- 
schen Stern) der Koeffizienten, und man kann von dieser Darstellung 
auch zu einer Reihenentwicklung iibergehen. Gleichwohl wird es zweck- 
malig sein, eine andere, auBerst wichtige Reihenentwicklung anzugeben, 
die im ganzen Holomorphiebereich giiltig ist, und die nach der soge- 
nannten Methode der sukzessiven Approximationenhergestellt wird. 

Wir bezeichnen wieder mit Y die durch das Produktintegral ge- 
gebene Integralmatrix von (A) und betrachten die Matrix ihrer Anfangs- 
werte J selbst als erste Annaherung von Y. Man bilde nun die Folge 
weiterer Naherungsmatrizen U, U®,... in folgender Weise: 


—— = JA=A, 


(29) Wika ® 


opti rehitey Ve? ihe Whe” ted Met at be 


Wenn wir dann die aus den Elementen fae dx gebildete Matrix kurz durch 
X 


i Adz bezeichnen, so ergibt sich aus der Folge der Gieichungen (29) 


ticeh Integration langs eines in 7 verlaufenden Weges W 


Vane ie Adc, 


Ue) = { “UW Ade, 


% 


UG) = “ Ul) Adx, 


(29a) 


ea) ) Die Formel rihrt von H. Fuhr her; vgl. Jahresbericht der D. M.-V. 28 
(1919), S. 168, wo sie fiir das reelle Gebiet entwickelt ist. 
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Wir zeigen nun, da die Reihe 

(30) I+ U9) + U® 4 --- ininf. 
in dem ganzen Bereich T (siehe die vorige Nr.) unbedingt und gleich- 
maBig konvergiert und daselbst die Integralmatrix Y darstellt. 

Es sei innerhalb T 


lax| <M. 
Hat unser Integrationsweg W die endliche Lange s, so ist zunidchst 
| wi Wiz us < Ms. 


Durch Anwendung der Forme! (*) (S. 140) auf die komponierte Matrix 
UA ergibt sich dann aus der zweiten der gaioy (29a) 


ju? | a) 2MsM | dx| < 2M? 


dann weiter aus der dritten 


P| <f 4M2S M|de| < 2s, 


Xo 


7 


und allgemein 
(31) je? | <2 ws 


Die Reihen z Mie» wo u®) = 6% ist, konvergieren also wie eine Exponen- 


tialreihe. Verbindet man a, mit den Randpunkten des Bereichs T auf 


den kirzesten in 7 verlaufenden Wegen, so bleiben die Langen dieser 
Wege unterhalb einer endlichen Schranke o. Ersetzt man in (31) s durch 
dieses o, so gelten diese Ungleichungen a potiori fir jeden im Innern 


und auf dem Rande von T gelegenen Punkt x. Die Reihen 

(32) Ogee Be gt be ins ink. 
konvergieren also in der Tat unbedingt und gleichma8ig innerhalb des 
Bereiches 7; sie konvergieren aber auch, wenn der Integrationsweg tiber 


die Begrenzung von T hinausgeht, vorausgesetzt, da® er eine endliche 
Lange hat, und daf§ die a, auf ihm beschrankt bleiben. 

Wir zeigen nun, daB die Reihen (32) das Differentialsystem (A’) 
befriedigen. Dazu ist vor allem nétig nachzuweisen, daf sie gliedweise 
differentiierbar sind. Es ist 


AU na) 
ie U A 
also zundchst rein formal 
2 dy” ~ 
(33) sa = Sha AR 
yal GL v==1 
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oder wenn wir die letzte resin fiir die Elemente der Matrizen schreiben, 
o dug 
y=1 dx v=1 


(34) 


Pa? dig bare Yarn) « 


‘Da nun die Reihen (32) innerhalb T unbedingt und gleichmafig kon- 
vergieren, so gilt das gleiche von den auf der rechten Seite von (34) 
stehenden, und somit auch fiir die aus (32) durch gliedweise Differen- 
tiation entstandenen Reihen. Die Reihen (34) sind also gliedweise inte- 
grierbar und stellen daher die Ableitungen der Reihen (32) dar. Daf die 
Reihen (32) das Differentialsystem befriedigen, ergibt sich jetzt sofort, 
wenn wir (33) ite gra man hat dann namlich 


y Bue SV UOd = Puy Aas AO, 
y=1 v=0 y=1 y=0 


wo 0 als Matrizensymbol eine Matrix bedeutet, deren simtliche Elemente 
verschwinden. 

Die Reihenentwicklung (32) ist auch fiir die numerische Rechnung 
gut geeignet, weil sie nach Art der Exponentialreihe konvergiert und 
dadurch leicht eine Abschatzung des Fehlers gestattet, den man begeht, 
wenn man nur eine gewisse Anzahl von Gliedern beriicksichtigt. Statt 
mit den Anfangswerten 6,, kann man auch mit irgendwelchen Funktionen 
als ,,ersten Naherungswerten*: beginnen. 

Besonders wichtig ist eine Folgerung, die sich aus der Entwicklung 
(32) ergibt, wenn die a, von einem Parameter uw abhangen. 
Wenn z. B. die a, ganze rationale Funktionen des Parameters w sind, 
so gilt das gleiche auch fiir alle u®). Die | a, | bleiben, wenn ys beschrankt 
ist, unterhalb einer angebbaren endlichen Schranke M, also konvergieren 
die Reihen 2’'u%, solange w beschrankt ist, unbedingt und gleichmafig 
und konnen daher nach Potenzen von mw geordnet werden. Die durch 
diese Reihen dargestellten Loésungen des Differentialsystems (A) sind also 
ganze transzendente Funktionen von yw. Dieser Satz stammt 
von Poincaré’). 

Die Anwendung der Methode der sukzessiven Approximationen auf 
lineare Differentialgleichungen geht auf Cauchy zurtick *). Spater haben 
Caqué (1864), Fuchs (1870), Peano (1888), der letztere mit Anwen- 
dung des Matrizenkalkiils, die Methode weiter entwickelt. Fur beliebige 
nichtlineare Differentialsysteme hat sich besonders Picard *) sehr ein- 
gehend mit dieser Methode beschaftigt. 
vie 4) Oeuvres II, 8. 310; vel. P. Giinther, Crelles Journal 107 (1889), S. 312. 

2) Siehe A.. Cauchy, Lecons etc. red. par Abbé Moigno, II (1844), 
S. 702, wo die Methode fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung aus- 
einandergesetzt wird. 

8) Vel. E. Picard, Traité d’Analyse II (1905), S. 340, 361. 


Schlesinger, Diflerentialgleichungen. 10 
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38. Wertiinderungen der Integralmatrix bei Umlaufen. 
Kanonische Integralmatrix. 


Wir nehmen nunmehr die Frage auf, wie sich die Werte der Elemente 
y,, unserer Integralmatrix andern, wenn x einen Weg W beschreibt, der 
die von den singuléren Punkten der a;, nach dem Unendlichen gelegten 
Querschnitte J ibersehreitet. Die a, seien allenthalben eindeutige 
Funktionen, dann geniigen auch die aus den yz durch Fortsetzung 
langs W entstehenden Funktionen y,;, dem Differentialsystem (A) bzw. 
(A’). Man hat folglich, wenn der Weg W ein geschlossener ist, nach 
Gl. (7) der Nr. 35 

Yr = Cir Yie + Ci2Yy2k , 

wo die c,, Konstanten bedeuten, oder in Matrizenform 

(35) Y=CY. 
Man kann jetzt zwar direkt schlieBen, da® die Determinante der y;, 
nicht identisch verschwinden kann, und daB folglich die Determinante 
der c, von Null verschieden sein mu8. Es ist aber niitzlich 
dies durch eine Formel, die auch sonst von Wichtigkeit ist, zur unmittel- 
baren Anschauung zu bringen. 

Betrachten wir namlich die Determinante | Y | der Integralmatrix 
Y, die sich fiir z =z, auf die Anfangsmatrix Y) reduziert, so ist 


d|Y| ee | Yi1 Vie Yur Yiz 

da | Yor Yoo Yor Yo2 

also mit Riicksicht auf die Differentialgleichungen (A’) 
a | Y | Be |p at os: + Yy2 A Yy2 | Yur Yur Ge + Yie 2 
dx Yor Ay, + Yoo G21 Yoo! | Yar Yor M2 1+ Yoo Aez 


woraus sich 


’ 


= (ay + Qp»)| ye | ) 


UES (4,1 + Gg9) de 

(36) eden res COSI Pay 
ergibt, wo das Integral von x bis « auf einem innerhalb der Flache 7 
verlaufenden Wege zu erstrecken ist. Wir sehen aus dieser von Jacobi 
herrthrenden Formel, dai die Determinante |Y| einer Inte- 
gralmatrix nur in singuléren Punkten der a,,,a,. verschwin- 
den kann. 

Lassen wir nun in der Gleichung (36) 2 den geschlossenen Weg W 
beschreiben, so erhalten wir 


bas J” (+4) de Wel (ay, A9) de 
(37) IY | =|Y|ex e 2 


4 
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x 
wo W { das tiber den Weg /V erstreckte Integral bedeutet. ‘Diese Glei- 


chung laBt sich aber wegen (36) auch so schreiben: 
wf (41+ Gp) da 


(38) Pie War 
und da nach (35) |Y | =|C || ¥ | ist, so ergibt sich 
Wf "nt a) de 
(39) a) ae : 


damit ist in Evidenz gesetzt, daB die Determinante der Matrix C von 
Null verschieden ist. Wir haben also den Satz: 

Eine Integralmatrix wird, wenn x einen geschlossenen 
Weg beschreibt, von links her mit einer konstanten Matrix 
nicht verschwindender Determinante komponiert. 

Statt dessen sagt man von der Gleichung (35) auch kiirzer, Y habe 
die Substitution C erfahren, oder Y gehe aus Y durch Anwendung 
der Substitution C hervor. 

Ehe wir weitergehen, kniipfen wir an die Gleichung (36) noch die 
folgende Bemerkung. Aus der Darstellung der Koeffizientenmatrix durch 
eine Integralmatrix, wie sie durch (A’) unmittelbar in der Form 


(40) ANED EY yt 


gegeben wird, folgt, daB fiir dieyenigen Punkte, wo die yz holomorph 
sind und die Determinante | Y | nicht verschwindet, auch die Koeffi- 
zienten a; holomorph sein miissen. Dagegen wird ein Punkt x =a, in 
dessen Umgebung die y;, holomorph sind, in dem aber | Y | = 0 ist, 
notwendig ein singulaérer Punkt der Koeffizienten a, sein. 
In der Umgebung einer solchen Stelle ist | Y | jedenfalls holomorph, also 
von der Form 

[Y| = 4(2—ay + dail —aytt pe, (0,40) 
wo v= 1 ist. Die Darstellung (40) zeigt dann, daB die a,;, in « = a einen 
Pol haben; wir haben es hier, nach der in der Nr. 13 (S. 49) eingefiihrten 
Bezeichnung, mit einem auferwesentlich singularen Punkte der Diffe- 
rentialgleichung (A) zu tun. 

Wir kebren nunmehr zu der Gleichung (35) zuriick, die die Wert- 
anderung einer Integralmatrix kennen lehrt, die dem geschlossenen Weg 
oder Umlauf W entspricht. Fir eine lineare Differentialgleichung erster 
Ordnung multipliziert sich jedes Integral y bei einem solchen Umlauf 
mit einer und derselben bestimmten Konstanten, die also ftir diesen 
Umlauf charakteristisch ist. Hier tritt an die Stelle der Multiplikation 
mit einer Konstanten die Linkskomposition mit einer konstanten Matrix; 

103 
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wir fragen: Wie dndert sich diese konstante Matrix, wenn wir statt Y 
eine andere Integralmatrix Z zugrunde legen ? 

Es besteht die Beziehung (Gl. (9) Nr. 35) 

(41) Lory ee bea Ze 
wo J’ eine konstante Matrix mit nicht verschwindender Determinante 
bedeutet. Wenn also Z durch den Umlauf W in Z itbergeht, so ist 

LEY ON ECA GOL 
d.h. die konstante Matrix, mit der Z durch den Umlauf W komponiert 
wird, ist 

(42) D=TCr-, 

Wir sagen von dieser Matrix, sie sei mit C 4hnlich und sie gehe aus C 
durch Transformation mit Tf hervor. Wir haben also hier nicht 
eine fiir den Umlauf W charakteristische Matrix, sondern die Gesamt- 
heit aller zu C Aahnlichen Matrizen (42), wo I eine will- 
kirliche, konstante Matrix mit nicht verschwindender 
Determinante bedeutet, ist hier das fiir W Charakteristische. Dabei 
ist klar, daB die Gesamtheit (42) in keiner Weise von der zufalligen Wahl 
der Integralmatrix Y und damit der Matrix C abhangt, dafi vielmehr, 
wenn C’ irgendeine Matrix von der Form (42) bedeutet, diese Gesamtheit 
auch in der Form IC’ f—' geschrieben werden kann, wo I wieder eine 
willkirliche, konstante Matrix mit nicht verschwindender Determinante 
ist. Es entsteht so die Frage nach dem, was fiir die Zugehorigkeit einer 
Matrix zu der Gesamtheit (42) charakteristisch ist, d.h. nach den cha- 
rakteristischen Invarianten eines Systems dhnlicher Matrizen. 
Diese Invarianten werden fiir den Weg W selbst charakteristisch sein, 
wahrend die einzelne Matrix von der zufalligen Wahl der Ausgangs- 
matrix Y abhangt. 

Die hier aufgeworfene Frage erweist sich fiir unsere ganze Theorie 
von fundamentaler Bedeutung. Wir werden zu ihrer Beantwortung 
kommen, wenn wir uns bemiihen, aus der Gesamtheit der ahnlichen 
Matrizen (42) die in gewissem Sinne einfachste auszuwahlen; d.h. mit. 
anderen Worten, wir wollen eine Integralmatrix auswahlen, deren Wert- 
anderung bei dem Umlauf W sich in méglichst einfacher Form darstellt. 

Da liegt es nahe zu versuchen, ob es nicht Lésungen des Differen- 
tialsystems (A) gibt, die sich ber dem Umlauf W so verhalten, wie die 
Lésung einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung, d.h. L6- 
sungen, die sich bei dem Umlauf W mit konstanten Faktoren multipli- 
zieren. Es soll also versucht werden, das Lésungssystem 


(43) “1 = PrYir + P2Ya1, 
No = PrYi2 + PeYo2> 


re Pen aoa: 


se 


PLR TN ee age ET ean 
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WO Py, Pz ZU bestimmende Konstanten bedeuten, so einzurichten, daB 
(44) 3 ia Piya a8 P2 Yor = 07), 
Ne = PrYia + P2Yo2 = WN 
wird, wo w eine Konstante ist. 
Setzen wir in (44) fiir die y,, ihre sich aus der Gleichung (35) er-— 
gebenden Werte 
| Yik = CuYyre + Cryer 
und fiir 7, y, ihre Ausdriicke (43) ein, so werden die Gleichungen (44) 
erfillt, wenn 
(45) Pir + Po lor = OP, 
Pi ia + Polo, = WPz 
ist. Sollen also die p,, p, nicht beide verschwinden, was selbstverstandlich 
gefordert werden mu, so mu8 in den beiden linearen homogenen Glei- 
chungen (45) die Determinante der Koeffizienten 
eS UE aia eos 0 
Co Can TO 
sein. Diese Gleichung zweiten Grades fiir w heibt die charakteristische 
Gleichung oder Fundamentalgleichung der Matrix C. Sie hat 
jedenfalls von Null verschiedene Wurzeln, da | C| + 0 ist. Ist @, eine 
Wurzel, so besitzt das Gleichungssystem (45) fir wm = w, Lésungen 
; Pa Pare) Pe =" P12's 
— die nicht Nae verschwinden, und die nur abgesehen von einem gemein- 
samen Proportionalitatsfaktor bestimmt sind. Diese Lésungen, in (43) 
eingesetzt, geben ein Lésungssystem 
(47) pet me Pur Yur + Pre Yar 
Nie = Pr Yia + Piz Yo2 
von (A), das sich beim Umlauf W tatsachlich nur mit dem konstanten 
Faktor qm, multipliziert. — Hat die Fundamentalgleichung (46) zwei 
verschiedene Wurzeln @,, @s, so finden wir der anderen Wurzel w, ent- 
sprechend ein zweites Losungssystem . 
Nor = Par Yur + Pee Yer, 
Nox = Por Y12 F Per Yoo 
von (A), das sich bei dem Umlauf W mit w, multipliziert. Die 7; bilden 
eine Integralmatrix, denn es ist 


Nume| | Pu Pia | | Yar ae 

Nor Yo2| | Per Poa | yon Yoo | 
und die Determinante | P| ist von Null verschieden, da die Verhaltnisse 
Pui Pig UNd Po: Poo nicht einander gleich sein koénnen, wenn w, + @, 
ist. Ehe wir den Fall erértern, wo die Fundamentalgleichung (46) zwei 
gleiche Wurzeln hat, zeigen wir, daB diese Gleichung insofern nicht von 


(46) 


(48) 
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der Wahl der Matrix C abhangt, als sie fiir alle ahnlichen Matrizen (42) 
dieselbe ist. ) 

In der Tat ist die linke Seite von (46) die Determinante der Matrix 
C — Im. Bilden wir nun aus D die analoge Matrix D — J, so ist nach (42) 

D—TIo = CT — lo = Fer — Plo)’ = I(C — Io) TT; 
wir haben also 
| DD fo =F |e Toy) Pheer, 

d.h. fiir ahnliche Matrizen stimmen nicht nur die Funda- 
mentalgleichungen, sondern sogar die linken Seiten dieser 
Gleichungen tiberein. Damit haben wir also in der Tat Invarianten 
fiir das System aller ahnlichen Matrizen gefunden, namlich die Koeffi- 
zienten der Fundamentalgleichung. Es fragt sich nun noch, ob diese 
auch charakteristisch sind, d.h. ob zwei Matrizen, fiir die diese In- 
varianten iibereinstimmen, auch stets ahnlich sind. 

In dem Falle, wo @,-++ w, ist, hat die Integralmatrix 


ne Sap py 
Nor Noe 
die Eigenschaft, da8 


— {@,'0 
Fee. aH 


ist. Wir haben also in diesem Falle (vgl. (41) und (42)) 


oi = CPs 

0 @w 

aac Ee 
0 @w 


Gehen wir statt von Y von der Integralmatrix Z aus, so ist 
FL PY) el Te 


oder 


also 
py DS a Ca yay eM 


Es lassen sich also alle mit einander abnlichen Matrizen (42) ouce Trans- 
formation in die Form 


w, 0 
(49) ( ‘if a 
iberfiihren; wir bezeichnen fiir den Fall verschiedener Wurzeln der Funda- 
mentalgleichung (49) als die kanonische Form dieses Systems ahnlicher 
Matrizen. 
Weil man umgekehrt von einer Matrix D, da®B sie durch Trans- 


formation in die kanonische Form (49) iibergefiihrt werden kann, d.h. 
da8 eine Matrix Q existiert, so daf 
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w, 0 

vias ‘i 0 &) Q 
ist, so hat man 

Pa OUP CP IAF 
d. h. D geht aus C durch Transformation mit der Matrix Q—'P hervor, 
ist also mit C ahnlich. Die kanonische Form liefert also in der Tat — 
zunachst in dem Falle w,-} m, — auch die charakteristischen Invari- 
anten des Systems ahnlicher Matrizen. 

Wenn nun @, = @, ist, d.h. wenn die Fundamentalgleichung 

(46) eine doppelte Wurzel hat, so haben wir zu dieser gehérig das in (47) 
dargestellte Lésungssystem 7,;, 7,2. von (A), das sich beim Umlauf W 
mit w, multipliziert. Um dieses zu einer Integralmatrix zu erganzen, 
nehmen wir zwei beliebige Konstanten p.,, Po. von der Art, daB sie mit 
den durch die Gleichungen (45) fir w = w, bestimmten p,,, py. eine 
von Null verschiedene Determinante 

P11 P22 — Pi2P2r + 9 
bilden. Setzen wir dann 

Nok = P2iyik + P22 Y2k, (k=1, 2) 
so wird die Integralmatrix 

Bae CTT BY, 

Nor No: 
berm Umlauf W mit einer konstanten Matrix von der Form 


ae 0 
yy s) 
komponiert, deren Fundamentalgleichung 
(@,— w)(6— w) = 0 

* mit (46) iibereinstimmen, also die doppelte Wurzel w, haben muf. Ks ist 
folglich 6 =,, wahrend y noch unbestimmt bleibt. Die Matrix H ver- 
wandelt sich also durch den Umlauf W in 

A= @ 0 ) H 

yY Oy 

und wir haben noch zwei Falle zu unterscheiden, je nachdem 

eats by 0 ist. 

Im ersten Falle y +0 kann diese GroBe y vermége der bei der 
Auswahl von $9, Po, noch vorhandenen Willkiir jeden beliebigen von 
Null verschiedenen Wert erhalten, wir konnen es z. B. stets so einrichten, 
daB y =1 wird. Wir bezeichnen dann 

(50) ( @, 0 


1 @ 


als die kanonische Form des Systems ahnlicher Matrizen (42). 
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Im zweiten Fall y=0O hat auch das Lésungssystem 151, Noe 
die Eigenschaft, sich beim Umlauf W mit der Konstanten w, zu multi- 
plizieren, die py, Po. miissen also denselben Gleichungen (45) 


Pili + Polo: = 1 Pry 

Piliz + P2l22 = 4 Po 

geniigen, wie die p4;, Py. Nun sollte aber die Determinante | P | 4 0 ; 
sein; die Verhaltnisse p,,: Pig und Ps: Poo diirfen also nicht tberein- ih 
stimmen. Das ist nur méglich, wenn die Gleichungen (45,) sich auf Iden- s 
titaten reduzieren, d.h. wenn alle ihre Koeffizienten gleich Null sind. 
In diesem Falle ist also 


(453) 


Cy = My, Cop = M1, Cry = Cy = 9, 
so daB sich also jede Integralmatrix Y beim Umlauf W mit der Matrix 


en os 


komponiert. 

Zusammenfassend konnen wir also sagen: Die Matrix C kann durch 
Transformation stets in eine der drei kanonischen Formen (49), (50), 
(51) tibergefiihrt werden. Die erste Form entspricht dem Falle, wo die 
Fundamentalgleichung |C—Iw|—=0O zwei verschiedene Wurzeln hat, 
die zweite dem, wo diese Gleichung eine doppelte Wurzel w, hat, ohne 
da®B alle vier Elemente der Determinante | C— Iw,| verschwinden, die 
dritte dem, wo das letztere eintritt. Alle ahnlichen Matrizen haben die- 


selbe kanonische Form und offenbar sind — wie im Falle w, + @,, so : 
auch allgemein — zwei Matrizen, die dieselbe kanonische Form haben, 4 
auch stets ahnlich. : 

In dieser rein algebraischen Form bildet der ausgesprochene Satz, @ 
wie wir sehen werden, das algebraische Gerippe der ganzen analytischen r. 
Theorie des Differentialsystems (A). Auf unser Ausgangsproblem, das 2 


Verhalten der Integralmatrix Y beim Umlauf W, ibertragen, haben wir 
das Ergebnis: 

Zu einem Umlauf W gehort eine ganz bestimmte Fundamental- 
gleichung (46) und eine Integralmatrix H, deren Wertanderung bei 
diesem Umlauf ein besonders einfaches Verhalten zeigt. Wir nennen 7 . 
die zu W gehérige kanonische Integralmatrix. 


39. Darstellung der Integralmatrix in der Umgebung einer 
isolierten singuliren Stelle. Cauchysche Differentialsysteme. 


Wir wenden uns nun zur Betrachtung des besonderen Falles, wo 
der Umlauf W einen einzigen singuléren Punkt =a im positiven Sinne 
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umkreist, in dessen Umgebung die a, eindeutig, also in der Form 


Laurentscher Reihen 


make ‘ y ¥ 
dix = & ay(e — a)’ 
y=—oo 


entwickelbar sind. Die Integralmatrix Y verwandelt sich dann durch ~ 


; den Umlauf in 


Set Yen 
Wir werden nun nach Analogie der bei einer linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung in der Nr. 34 angestellten Uberlegungen fragen, ob wir 


eine Matrix ) leicht angebbarer Funktionen 9,, finden kénnen, die bei 
dem Umlauf W in 


y=cy 
tibergeht ? Wir wollen mit einer in der Algebra der linearen Transforma- 


_ tionen iiblichen Bezeichnung von zwei Matrizen, die, wie hier Y und Y), 


bei einem Umlauf W mit derselben konstanten Matrix komponiert werden, 


_ sagen, sie seien in bezug auf den Umlauf W kogredient. 


In der Nr. 34 lieferte die Cauchysche Differentialgleichung (III) 
die gesuchte Funktion . Wir versuchen dementsprechend auch hier 
ein Cauchysches Differentialsystem zu bilden, d.h. ein Differential- 
system 

dx 

(B) Capea 


lik aid 12k Petes 
y — Yo —— =1,2 
ae — a 2% — a’ 


wo die rz Konstanten bedeuten, und fragen, ob sich diese rz, so be- 


stimmen lassen, da8 eine Integralmatrix 9) von (B) mit unserer Inte- 


gralmatrix Y in bezug auf W kogredient sei? 
Was zunachst die Integration des Systems (B) anlangt, so be- 
merken wir, daB durch Einfitihrung von 
t = log (4 — a) 
als neuer unabhangiger Veranderlicher, (B) in das System mit kon- 
stanten Koeffizienten 


d 
(C) a = Yiliz + Yelror (k=1, 2) 
ubergeht. Die eine Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 
d 
ane 


wird durch ) = const. e” gelést. Man kann nun ganz analog zu der all- 
gemeinen Lésung des Systems (C) gelangen, wenn man in naheliegender 
Verallgemeinerung eine Exponentialfunktion der Matrix R bildet. 

Was man unter einer positiven ganzzahligen Potenz einer Matrix R 
zu verstehen hat, liegt auf der Hand; es ist 
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Re SORA Relay eS 
Danach kann man ganze rationale Funktionen einer Matrix mit ska- 
laren, d.h. Zahlkoeffizienten herstellen, z. B. 
a, +a,R+ a,k?, 

wo die dp, a, ay reelle oder komplexe GréBen bedeuten. Man kann aber 
auch weitergehen und unendliche Potenzreihen einer Matrix untersuchen ?). 

Hat man eine Potenzreihe 

(52) Og side Gal pag 
die fiir |t| <@ konvergiert, so kann man fir ¢ die Matrix A einsetzen 
und fragen, wann die Elemente der Matrix 

(53) a +a,R+a,R?4+--- 
konvergent sein werden? Denkt man sich A in die kanonische Form 


transformiert: 
he a nee 
vr 


wo y nur dann von Null verschieden sein kann, wenn 7; =7, ist, so ist 
offenbar fiir jedes positive ganzzahlige » 


yee: pat) p-t = Be ih *) Pa 
Y lo vYry Pr 


und man kann folglich die Matrix (53) in der Form 


tein alt ele abt es 
Play + a( + Qs, Qyry ° + 5 3 yr? 3 =e PB 


schreiben. Da die derivierte Reihe a, + 2a,t + 3a,f7+ --- von (52) 
ebenfalls fiir |t|<@ konvergiert, so ist also fiir die Konvergenz der 
Matrix (53) notwendig und hinreichend, da®B die Wurzeln 7,,r, der 
zu R gehorigen Fundamentalgleichung dem Konvergenzkreise 
der Reihe (52) angehoren. 

Nimmt man fiir (52) die bestandig konvergente Exponentialreihe, 
so erhalt man die Exponentialfunktion der Matrix R 

2 

(54) oe cee ache as 
die demnach fiir jede Matrix R konvergiert. Bedeuten R, S zwei ver- 
tauschbare Matrizen, so da8 also RS = SR ist, dann ist auch jede 
Potenz von R mit jeder Potenz von S und folglich auch e® mit e% ver- 
tauschbar; man findet also durch Komposition: 


‘) Es kommt das auf dasselbe hinaus, wie wenn man Potenzreihen von 
héheren komplexen Gré8en, die aus mehreren Haupteinheiten gebildet sind, be- 
trachtet. In dieser Form hat Ed. Weyr im Bulletin des Sciences Mathém. (2) 
XI (1887), S. 205 das Problem behandelt und das im folgenden wiedergegebene 
Konvergenzkriterium aufgestellt. 


: 


ets ere ma 
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eS mer eR \ eS: 2 eR LS 
Diese Gleichung gilt insbesondere, wenn S eine skalare Grofe, z. B. eine 
Funktion f(t) ist. Ferner gelten fiir (54) die Gleichungen 
(55) PEI, 
(56) RO = QeRQ—1, 
deren Beweis auf der Hand liegt. 


Wir bilden nun fiir eine z. B. als monogen vorauszusetzende Funk- 

tion f(t) 
o (el) = R -f'(t) - ek 
und weiter 
DzeRit) = e—BI® Ri’ (t) eR1® , 
was aber wegen der Vertauschbarkeit von R mit e®/M 
D,eRO = Rf’ (t) 
ergibt. Also ist e®® eine Integralmatrix des Differentialsystems 
(yarn + yore) f(t): 

Fur f(t) =¢ erhalten wir eine Integralmatrix 

(57) Deen 
des Systems (C), und zwar reduziert sich diese Integralmatrix fiir 1 = 0 
auf die Einheitsmatrix J. Die allgemeinste Integralmatrix von (C) hat 
also die Form 

Pek , 

wo P eine willkirliche konstante Matrix mit nicht verschwindender Deter- 
minante bedeutet. 

Fir das Cauchysche System (B) haben wir demgema8 die Inte- 
gralmatrix 

(58) ) = eRlog (z—4) ; 
die wir nach Analogie der ,,skalaren‘‘ Formel (x — a)? = e&@—®% auch 
in der bequemeren Gestalt 

(58a) Y= (c—a}k 
schreiben kénnen. Wenn «x den geschlossenen Umlauf W volizieht, der den 
Punkt a im positiven Sinne umkreist, so verwandelt sich 9) in 

D) = eR(log(@—a)+ 27%) — eR2niQ) | 

Wir fragen nunmehr, ob sich die Matrix R stets so bestimmen lafkt, 
da& Q) mit der Integralmatrix Y von (A) in bezug auf den Umlauf W 
kogredient sei, d.h., dab 

(59) eR: 2ni — C 
wird? Es handelt sich hier also um die Inversion der Matrizenfunktion 
e® 2 dh. gewissermafen um das Analogon des Logarithmus einer 


ae 
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skalaren GroBe (vgl. die Formel r _ ge der Nr. 34, 5. 126). 
konnen diese Inversion hier in folgender Weise vornehmen. Es sei 
(60) Cee Prer. 
wo £2 die kanonische Form von C bedeutet, also eine der drei Formen 
w,90 10 @,0 
ir Ceo Gan Gry: 
wir nehmen y = 271i @,. Wir bilden dann 


log w log w 
(62) ie pte! Tg oo 


? 


wo den Logarithmen ihre volle Mehrdeutigkeit belassen werde, so dah 
also die 71,7. nur abgesehen von additiven ganzen Zahlen bestimmt 
sind; nur im Falle der zweiten Form (61), wo w, = @, ist, nehmen wir 
r, =7,, dagegen kénnen sich im Falle der dritten Form r, und r, um eine 
ganze Zahl g unterscheiden. Entsprechend derjenigen der drei Formen 
(61), die @ besitzt, bezeichnen wir dann mit 2 die entsprechende der 
drei Matrizen 


7,0 r,0 r, 0 4 

ie (on): Gal On te) 

und setzen q 
Le Pat 2B 

dann ist B 
eR-2ni — C , i 

und man sieht auch leicht, da® die mit der angegebenen Willkiirlichkeit 
in den r,, 7. behaftete Matrix R die allgemeinste ist, die diese Gleichung __ 
befriedigt. Die mit diesem R gebildete Matrix ¥) =(x—a)* ist mit Y 
in bezug auf W kogredient. — 
Die Analogie mit den Betrachtungen der Nr. 34 fabrt nun ohne “ 
weiteres zur qualitativen Darstellung der yz in der Umgebung von x =a. ‘3 
Da 4 
Y=CY, 9=CY 2 

ist, so ist ¢ 
YAY = 9-1 cC3cyY = YY; 4 


die Elemente der Matrix 

Dah vd ea 8g 
sind folglich in der Umgebung von xz =a eindeutig. Sie haben ferner, 
da | ¥| auSer im Punkte a nirgends verschwinden kann, in x = a eine 
isolierte singulare Stelle, und sind’ demnach in der Umgebung von x = a 
in Laurentsche Reihen ' 


+00 
(64) pe = = p(x — a)! 
A=—o 


PE gt ed 


PD a es 


is 


Se ee ee 


39. Umgebung einer isolierten singularen Stelle. 157 


entwickelbar. Wir erhalten somit fiir die Integralmatrix die der Dar- 
stellung ay) der Nr. 34 ganz analoge Entwicklung 


(65) Y= YO = (¢ — a > OO(a — a)*; 
eine Anderung der r,,r. um additive ganze Zahlen bringt auch hier nur 
eine Verschiebung der Glieder der Laurentschen Reihen mit sich. 
Wir geben neben diesen symbolischen Formeln, deren Bedeutung 


_wesentlich auf der suggestiven Kraft der Analogie mit dem Falle der 


linearen Differentialgleichung erster Ordnung beruht, noch die explizite 
Darstellung der zu dem Umlaufe W gehérigen kanonischen Integral- 
matrix H. Fir diese hatten wir (Nr. 38)} 


H.= 2H; 
es wird also an die Stelle von 9) jetzt einfach (w —a)* treten. Je nach- 
dem welche der drei Formen (63) nun & hat, erhalten wir fiir (# —a)= 
die drei Typen 
te Ri; ay sy) ee 4 7,108 ( Z—6) ali a a)n 0 ) 


(f= ayia}? 


oe H og (a—a (x — ayn y ) 
(2 — a) ie elt 9s Hal al aan (x — a)n)? 


1, 0 1 0 og (w—a) (a —a)n 0 
ala tera oe hort)! nih 2 0 (%— a)nitg 


und damit fiir die 7; die Darstellungen: 


Ny = (L— A)", Nig = (L£— 4)" Qyp, 
Noy = (L— A) Dy , Noo = (&— A) Poe 5 


Hy = (%— a)" yy » Nr, = (%& — A)" Pye , 
Noy = (x -—— 2)2 (Yq + Pry log(z#—a)), 
Noo = (X& — A) (Mon. + Pig log (z — a)) ; 


My = (4 — a) Dy, ) UN (x — a) Pio, 
Noi = (“L— A)NTIDs,, Nog = (& — A)NTI Ds» « 


Zur quantitativen Bestimmung der ry, und der Koeffizienten pW 
in den Reihen gz, hat] man die in (65) dargestellte Lésung Y in das 
Differentialsystem (A’) einzusetzen und die Koeffizienten gleich hoher Po- 
tenzen von «—a zu vergleichen. Um diese Rechnung einfach ausfiihren 
zu kénnen, bemerken wir, da fiir zwei Matrizen differentiierbarer Funk- 
tionen Y und P, deren Determinanten nicht identisch verschwinden, die 
Derivationsformel gilt: 


- 
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deren Beweis unmittelbar aus der Definition des Symbols D, (Nr. 35) 
folgt. Wir haben also fir Y = Y@: 


(66) DzY = @—-1D,2)- @ + D,® — A, 
und da Y) eine Lésung des Cauchyschen Systems (B), d. h. 
R 
Dass aiaag 


ist, so erhalten wir aus (66), indem wir mit ® von links her komponieren 
und mit «—a durchmultiplizieren, 


R® + (4 — a) [= OA -(~@— a); 


darin ist 
+00 +0 
G= L G(x — ay’, A= LX AM(x — a)’ 
zu setzen. Durch Koeffizientenvergleichung ergibt sich dann 
(67) (R+ yO) = LY GHAWM, (veo ese eeen 
= 2A+u=y—-l 


Diese Matrizengleichung liefert fiir die gm ein System von unendlich 
vielen linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, das im 
allgemeinsten Falle nur durch transzendente Methoden gelést werden 
kann. Eine besonders elegante Lésung hat Helge von Koch mit Hilfe 
von Determinanten unendlich hoher Ordnung gegeben +). Wir wollen uns 
aber auf die Betrachtung der Falle beschranken, wo die Lésung jenes 
Systems linearer Gleichungen durch elementare algebraische Methoden 
erfolgen kann, es ist das der Fall, wo in den Laurentschen Reihen ® 
nur. eine endliche Anzahl negativer Exponenten vorkommt, also der 
Fall, wo die Lésungen Y in dem Punkte x =a nicht unbestimmt 
werden. Wir bezeichnen diesen Fall kiirzer als den der Bestimmtheit. 
Es ist das bleibende Verdienst von Fuchs, diese Klasse von Singu- 
laritaten hervorgehoben und sie eingehend untersucht zu haben ?). Durch 
diese Beschrankung erst, ist die Entwicklung der analytischen Theorie 
der linearen Differentialgleichungen erméglicht worden. 


1) H. v. Koch, Acta mathem. 15 (1891), S. 53; 16 (1892), S. 217; 18 (1894), 
S. 337; vgl. die Darstellung bei Horn, a. a. O. S. 212f. und bei F. Riesz, Les 
systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues, Paris 1913, S.156. An 
diesen Stellen werden vorwiegend statt der Systeme lineare Differentialgleichungen 
hdherer Ordnung behandelt. 

*) L. Fuchs, 1865, Werke I, S. 111 ff. 
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Untersuchung der singuliren Stellen, wo die 
Integrale nicht unbestimmt werden. 


40. Lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Gestalt der 
Koeffizienten in der Umgebung einer singuliiren Stelle der 
Bestimmtheit. 


Die erste Aufgabe, die wir zu behandeln haben, besteht darin, die 
Form der Koeffizienten a; in der Umgebung einer singuliren Stelle 
anzugeben, an der die Lésungen unseres Differentialsystems nicht unbe- 
stimmt werden. Es zeigt sich, da? eine einfache notwendige und _hin- 
reichende Form fir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
nicht aber fiir ein System von zwei linearen Differentialgleichungen erster 
Ordnung angegeben werden kann. Wir geben darum zuvérderst ein 
Verfahren, das die Lésung des Systems (A) auf die einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung zuriickzufiihren lehrt. 

Differentiiert man die Gleichungen des Systems (A) 


dyx 
nT a (k=1, 2) 
(A) dx YiUk H Yee , 
so kommt 
Yk = Yidie + Y2Aek + YY Aik + Y2 x , (k=1, 2) 


und indem man z. B. in der ersten dieser Gleichungen fiir y, seinen Wert 
aus (A) einsetzt, erhalt man 
Yr = Yi + Yr (G12421 + Ay) + Y2(4e2 421 + M31) - 
Wenn nun dy, + 0 ist, so gibt die erste der Gleichungen (A) 
1 
(1) Dove ie (Yi — Yr 411) 5 
21 
wir finden also 


(2) w=" (an T dep - 3) rY4 (retin — en a9 + a, — “2s 
21 21 
d.h. eine lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir yj. 
Ware a,, = 0, aber a,, + 0, so kénnte in derselben Weise eine ebensolche 
Differentialgleichung fir y, hergestellt werden. Sollten beide Koeffi- 
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zienten @,, und dy, identisch verschwinden, so zerfiele das System (A) 
in zwei Differentialgleichungen erster Ordnung fiir y, und y, allein; 
diesen Fall kénnen wir also beiseite lassen, d.h. wir kénnen annehmen, 
da& wenigstens einer der beiden Koeffizienten a,,, a, nicht identisch, 
verschwindet. Es sei dies fiir a, der Fall, dann gilt also fiir y, die Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung (2), und wenn diese gelést ist, so wird y 
durch (4) unmittelbar gegeben. 

Wir sehen, dafi die Koeffizienten der Differentialgleichung (2) und 
ebenso die der Relation (1) sich rational zusammensetzen aus den dj, 


und ihren Ableitungen, sie gehdéren, wie man sagt, demselben Ratio-. 


nalitatsbereiche an, wie die Koeffizienten des Systems (A); wenn 
z. B. die ay rationale Funktionen von 2 sind, so sind es auch die 
Koeffizienten in (2) und (4). 

Hat man umgekehrt eine lineare Differentialgleichung von der 
Form (2) 

(3) u’ + pu’ + qu=0, 
so kann man durch die Substitution 


U = 2, W' = 2 
sofort zu dem System 
dz, i 
de ~ ™ 
(4) dz. 
8 Peron MUS S uh ce 


iibergehen. Sind z,, die Elemente einer Integralmatrix von (4), also 
2y = C4241 TF Cy291, 29 = Cy2ag 1 C209 
mit willktirlichen Konstanten c,, c, das allgemeine Lésungssystem dieses 
Systems, so stellen 
vt Ayr yy oFor a Ue \ 
zwei partikulare Lésungen von (3) dar, fiir die nach der ersten der Glei- 
chungen (4) 


ist. Ferner liefert 

(5) U == CU, > Cols 
die allgemeine Lésung von (3). Man sieht, da8 in diesem Falle die Be- 
trachtung der u,, UW, d.h. der 2,,, 2, vollkommen ausreicht, die 21, Zo. 
konnen beiseite bleiben. Die Bedingung, da8 die z;, eine Integralmatrix 
bilden, war 


[Z| + 0; 
in unserem Falle ist also 


(6) U4 Ws — Ugly = we (7?) +0, 


aa as 
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d.h. es ist der Quotient a nicht konstant. Zwei partikulare 


Losungen von (3), die diese Bigenechate haben, nennt man nach Fuchs *) 
en Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung 
(3). Durch ein solches System la8t sich das allgemeine Integral von , 
(3) in der Form (5) darstellen. Die Bedingung dafiir, da8 u,, u, ein 
Fundamentalsystem bilden, ist das Bestehen der Ungleichung (6), d. h. 
das Nichtverschwinden der sogenannten Wronskischen Determinante 
U,Ug— Ugu;. Aus der Jacobischen Gleichung (36) der Nr. 38 folgt fiir 
unseren Fall, wo 

(7) %,=0, dy=1, Ge=— G7, O.=—p 
ist, die sogenannte Abelsche Gleichung 


(8) UUs — UU, = const. Pah ae 
aus der ersichtlich ist, da& die Wronskische Determinante eines Funda- 
mentalsystems nur in den singuléren Punkten des Koeffizienten p ver- 
schwinden kann. 

Wir sehen, dab (abgesehen von dem Falle a,,=a,,=0) die 
Theorie der Systeme (A) und die der Differentialgleichung (3) vollkommen 
aufeinander zuriickgefiihrt werden kénnen. 

Damit die Lésungen von (A) in dem singularen Punkte z = a der 
Koeffizienten nicht unbestimmt werden, geniigt es, da diese Eigen- 
schaft fiir die Elemente einer Integralmatrix Y besteht. Es werden also 
in diesem Falle in der Darstellung Nr. 39, Gleichung (65) 

Y=) 9)0 
die Entwicklungen der g,, in der Umgebung von x =a nur eine end- 
liche Anzahl negativer Potenzen enthalten. Dann enthalt auch 
die Entwicklung der Determinante |®| nur eine endliche Anzahl nega- 
tiver Potenzen, und da 


Ph Oe 
ist, so wird auch jedes Element der Matrix 
y= @19-1 


in =a nicht unbestimmt sein. Da 


ahi 
Ae De 


XL 


ist, so sind auch die ay, im Punkte x =a nicht unbestimmt, und da sie 
in der Umgebung von « = a eindeutig sein sollten, so haben sie da- 
selbst einen Pol. Das gleiche gilt dann auch von den Koeffizienten 
der Differentialgleichung (2) und tbertragt sich damit ohne weiteres auf 
die beliebige lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung (3). 


1) L. Fuchs 1865, Werke J, S. 117. 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 11 
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Wir untersuchen nun zuvorderst die Differentialgleichung (3). 
Wenn die Lésungen von (3) in « = a nicht unbestimmt sind, so hat das 
Fundamentalsystem, das der zu « =a gehorigen kanonischen Integral- 
matrix des Systems (4) entspricht, und das wir als das kanonische 
Fundamentalsystem bezeichnen wollen, in der Umgebung von x =a 
die Form 
0) = (4@— 2)19 4, , 

0 = (x& — a)” [Po + ky log (x —a)], 

wo die 4, Ys, nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen enthalten 
und k gleich 0 oder 4, aber allemal gleich Null ist, wenn 7, von r, ver- 
schieden ist. : 

Wir ziehen dann die héchste negative Potenz (x—a)~% aus Pu 
heraus, vereinigen sie mit (2— a)" und erhalten auf diese Weise fur 9, 
die iarateliin, 

= a) pyle — ay, 
wo jetzt r, — g vollkommen bestimmt und ,(x—a) in der Umgebung 
von « =a holomorph, und fir z =a von Null verschieden ist. Dann 
ziehen wir aus @p, und kq@,, die héchste negative Potenz (x — a)” heraus, 
so da® 9, die Form erhalt: 

0, = (& — a)e"(, (@ — a) + kye(z — a) log (x — aa), 
wo 9(% — a), ky.(2—a) in der Umgebung von x =a holomorph, und 
in x = a nicht beide gleichzeitig gleich Null sind. Dadurch ist auch r,—h 
vollkommen festgelegt. Wir bezeichnen nun diese eindeutig festgelegten 
Exponenten 7, — g, rg —h wieder mit 7,7, und schreiben also das kano- 
nische Fundamentalsystem in der Form 
(9) Oya a) Pir 
0, = (4% — a)(p, + ky, log (x—a)). 

Die Produkte 

(Qi) FiO (La) To 
sind dann falls & =O ist, fiir x =a beide endlich und von Null ver- 
schieden, dagegen wird, wenn k + 0 ist, das zweite fiir x = a so unend- 
lich, wie der Ausdruck 

p2(0) + & - ps (0)log(x# —a). 
Wir sagen dann, 9,, ¢, gehoren fiir =a zu den Exponenten 7y, rs. 

Wie wir schon bemerkt haben, ist k jedenfalls gleich Null, wenn 
die beiden Wurzeln der zu a gehérigen Fundamentalgleichung von- 
einander verschieden sind, d.h. & ist jedenfalls gleich Null, wenn die 
Differenz der Exponenten 7,, re keine ganze Zahl ist. 

Auch die folgende Bemerkung ist oft von Nutzen. 

Nehmen wir an, es sei bekannt, da’ die Differentialgleichung (3) 
ein in x =a nicht unbestimmtes Integral besitzt; dann kann dieses nach 
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den allgemeinen Ergebnissen in der Umgebung von x =a jedenfalls in 
der Form 
, = (LX — a) (Ma (X&— a) +k - y.(x —a)log(4 — a)} , 
dargestellt werden, wo , y, gewohnliche Potenzreihen bedeuten. Lassen 
wir dann x um den Punkt a den positiven Umlauf U beschreiben, so 
_ multipliziert sich 
‘ (c — a) mit e272 
und log(z — a) vermehrt sich um 27; also verwandelt sich ¢, in 
. P, = e2Mtra + e2Mine(y —a)rw, (x —a)-Ini-k, 
und ¢, ist ebenfalls ein Integral. Dann ist aber auch 
— 2CTT's 
“gaz [a — emit og] = h «(2 — ayn yy(x — a) 
ein Integral, d. h. wenn ein Integral », vorhanden ist, das in x = a nicht 
unbestimmt wird, so ist der mit dem log(~— a) multiplizierte Ausdruck 
selbst ein Integral, es gibt also dann stets auch ein in Reihenform 
darstellbares Integral, das im Punkte a nicht unbestimmt ist. 

Wir suchen nun das Verhalten der Koeffizienten der Differential- 
gleichung (3) in der Umgebung von x = a festzustellen, unter der Voraus- 
setzung, dafi die Integrale in diesem Punkte nicht unbestimmt werden, 
daB also das kanonische Fundamentalsystem die Form (9) besitzt. 

Setzen wir in der Differentialgleichung 

we == 0,/ eae ; 
woraus 

uw =9,9+ ofodz , 

w= 9,0' + ole + oy fodz , 
so ergibt sich mit Riicksicht darauf, dak 9, der gi ies hegre (3) 
geniigt, fiir » die Gleichung erster Ordnung: 

(10) a + (et + p)=0. 

Setzen wir das allgemeine Integral ee Gleichung 

Ress af = te ?) ) ae 
in den Ausdruck 
Wie) 02 
fiir » ein, so gentigt uw der Differentialgleichung (3), und umgekehrt be- 


friedigt 
_d/fu 
Paes) 


der Differentialgleichung (10), wenn wu irgendeine Losung von (3) he- 
deutet. Also geniigt auch 
11* 
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der Differentialgleichung (10). In der Umgebung von x = a ist 
Va : pay (2 Wo 
= (4 — a)" + k* logl(x — a); , 
met ) ear oa 81( ) 
also ist dieser Quotient im Punkte x =a keinesfalls unbestimmt und 
ebensowenig sein Differentialquotient v. Nach den Ergebnissen der 
Nr. 34 (S. 129) folgt aber daraus, dafi das Integral von (10) im Punkte 
a nicht unbestimmt ist, daf der Koeffizient dieser Differentialgleichung 
in x= a einen Pol erster Ordnung besitzt; wir haben also in der Um- 
gebung von 7 =a 
2, B(w —a) 
v, Hy p ry ip ? 
wo (a — a) eine gewohnliche Potenzreihe von x — a bedeutet. Nun ist 
aber ferner 
204 wu 5) ry 


5 Koa Clancd in 
04 xr—a 


; ~i(t~—a) x 
wo auch §8(« — a) eine gewdhnliche Potenzreihe darstellt, also ergibt sich 
. B(a#— a) r = (x — a) 
pa ee ra a eer 
wo 8,(2— a) eine gewohnliche Potenzreihe von x — a bedeutet, d.h. p 
verhalt sich in der Umgebung von x =a wie eine rationale Funktion 
und hat in diesem Punkte einen Pol erster Ordnung. 
Aus der identischen Gleichung 


of + pe + q-%, =0 


og) 


a + Ba —a), 


berechnen wir 


Aus der Darstellung von ¢, in der Umgebung von x = a folgt mit 
Ricksicht darauf, da8 @,(0) von Null verschieden ist: 
aie ie Hoel ager eS 
ip ee a), fen (Gey ks ae 
- wo %3(2 — a), %,(2 — a) gewohnliche Potenzreihen von x — a bedeuten; 
also haben wir 


4 
URS ems (x —ay? {B,(¢—a) + B@ — a) -B3(@ — a)},, 
_ F2(z — a) 
(x— a)? 


wo auch %,(2—a) eine gewodhnliche Potenzreihe von «—a darstellt; 
d.h. g verhalt sich in der Umgebung von x = a ebenfalls wie eine ratio- 
nale Funktion und besitzt daselbst einen Pol zweiter Ordnung. 


; ae td wine. apie 
2 ae 
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Wenn also die Koeffizienten der Differentialgleichung 
(1) in der Umgebung des Punktes x=a eindeutig, und in 
diesem Punkte die Integrale nicht unbestimmt sind, so hat 
die Differentialgleichung in der Umgebung von x=a die 
Form: 


(B) Pu B(e—a)du | Pxe—a) 


dei eed eee 

Es entsteht nun die Frage, ob die Form (B) der Differentialgleichung 
auch umgekehrt die Eigenschaft der Integrale, im Punkte a nicht unbe- 
stimmt zu sein, nach sich zieht. Die Antwort auf diese Frage wird be- 
jahend ausfallen, bedarf aber etwas weitgehender Untersuchungen, denen 


wir uns jetzt zuzuwenden haben. 


41. Ubergang zum Differentialsystem. Die gefundene Form ist 
auch hinreichend. 


Geht man von dem Differentialsystem (A) aus, dessen Koeffizienten 
a, n « =a hochstens einen Pol haben, und wo a,, | 0 ist, so befriedigt 
y, die Differentialgleichung zweiter Ordnung (2). Wir identifizieren nun 
diese Differentialgleichung mit (3), d.h. wir setzen 


, 


eur 
a Ay, 
12 metas ' 11% 
Yo ke, ee Cale Saas — J = Ay2Mq1 — 1 Aq Ay — Bri 


a) 
und nehmen an, da p und qg von der in der vorigen Nummer gefundenen 
Form sind. Von (3) gehen wir dann durch die Transformation 


(41) Zul = opi) 

zu einem linearen Differentialsystem fiir z,, z, tiber. Es ist 
AON anette s a 

(12) Ls pigs Sarat, SEM 

(43) 2g = U(x —a)+u', 
also folgt aus (13), wenn wir fiir w’’ seinen aus (B) berechneten Wert 
einsetzen, 

(14) Zo — ty L—a Lo ~t—a 2y . 


Die Gleichungen (12) und (14) zeigen, daB z,, zg einem linearen Diffe- 
rentialsystem geniigen, dessen Koeffizienten im Punkte x =a einen 
Pol erster Ordnung haben. 

Zwischen dem Differentialsystem (A) und dem gefundenen Differen- 
tialsystem fiir 21, 2. besteht nun die folgende Beziehung. Es war y; = u, 


also nach (1) 


ms “ yy ae ak. arty TN, \~ 
ry st 
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= — — (ua, — wu’ 
Yo dat ( sb} ) ’ 
d.h. wir finden 
5) Y= 241, ' 
Muay ater oP Meg er 1B 
YouR dis (4.01 ae | . 


Die Gleichungen (15) haben die Form: 


Yr = 24811 + 29801 , 

Yo = 24819 + 2eSo0 5 

wo die sy, sich in =a wie rationale Funktionen verhalten, d. h. dort 
héchstens einen Pol haben, und | S| + 0 ist; wir konnen also das bisher 
erzielte Ergebnis auch so aussprechen: 

Damit die Lésungen des Differentialsystems (A), dessen Koeffi- 
zienten in der Umgebung der isolierten singuléren Stelle x = a eindeutig 
sind, in diesem Punkt nicht unbestimmt werden, mu8 es méglich sein, 
durch eine Transformation von der Form (16) zu einem ebensolchen 
Differentialsystem tiberzugehen, dessen Koeffizienten im Punkte «=a 
héchstens einen Pol erster Ordnung haben. 

Man kann die Differentialsysteme fiir z,, z. und y;, Y2, die durch eine 
Transformation von der Form (16) auseinander hervorgehen, in bezug 
auf einen Umlauf W, der den singularen Punkt a umschlieBt, kogre- 
dient nennen. Bedeutet némlich Z eine Integralmatrix des Differential- 
systems fiir 2, 2), 80 ist 


(16) 


Vom dees S 


offenbar eme Integralmatrix des Systems fiir y,,y, und Y, Z sind im 


Sinne der Definition der Nr. 39 (S. 4153) in bezug auf den Umlauf W. 


kogredient, da die Elemente sj, von S in der Umgebung von a eindeutig 
sind. Aber hier haben die sz noch die besondere Eigenschaft, sich im 
Punkte x = a wie rationale Funktionen zu verhalten; wir bringen dies 
dadurch zum Ausdruck, daf wir von den Integralmatrizen Y, Z und 
ebenso von den zugehorigen Differentialsystemen sagen, sie seien in 
bezug auf den Umlauf um a von derselben Art. Nennt man dann 
noch ein Differentialsystem, dessen Koeffizienten in dem Punkte 2 = @ 
héchstens einen Pol erster Ordnung haben, ein fiir diesen Punkt kano- 
nisches, so kann man unser Ergebnis kurz so aussprechen: 

Wenn die Lésungen eines Differentialsystems (A) mit in der Um- 
gebung von 2 = a eindeutigen Koeffizienten in a nicht unbestimmt sind, 
so muS (A) mit einem fiir den Punkt a kanonischen Differentialsystem 
in bezug auf einen Umlauf um diesen Punkt von derselben Art sein. 

Wir legen jetzt ein beliebiges fiir 2 =a kanonisches Differential- 
system zugrunde, also 


oe 
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dy pple Mee pe a) 


? 


dont x—a aa 

C; 

vy Mea act WPaatrnn 2) 0 Want ee 
ihe Teen Beles) PRA poeY ep os 


und wollen zeigen, daB die Lésungen eines solchen Systems im Punkte 
=a nicht unbestimmt sind. Die pyz(z—a) seien innerhalb des um 
x =a beschriebenen Kreises K holomorph und es sei im Innern ven K 
|pa(a—a)| <M. 
Wir wenden dann den am Schluf8 der Nr. 36 abgeleiteten Mittelwert- 
satz an. Fiir die dort mit g(x) bezeichnete Funktion gilt 
M 
_ 8) Steal: 
Wir wahlen den Integrationsweg W als eine zwei Punkte 2%, x, des 
Innern von K verbindende und innerhalb K verbleibende Kurve C von 
endlicher Bogenlinge, von der wir noch folgendes voraussetzen wollen. 
Wenn in Polarkoordinaten 
Lia == DCF ge do —— Opel", Dy ~— == Oy ei 
gesetzt wird, und x sich auf C von Ly nach x, hin bewegt, so sollen @ und 
@ niemals vom Wachsen zum Abnehmen oder umgekehrt tibergehen 
(monoton bleiben), und die Gesamtanderung von @ soll kleiner als 27 
sein. Es seien dann z;, die Elemente der durch das Produktintegral 


nay co 
i (7 ea) dx + 1 
definierten Integralmatrix von (C), wo die Integration langs C zu er- 
strecken ist. Dann ist 
. |\dx| =< |doe|+e\dgy|, |e —a| =e, 
und wir haben folglich 
[ete)\dz| < [ et A ea) +m” dp] SM log ® eo $a M. 
mo Xo Go 
Der gedachte Mittelwertsatz liefert also fiir 0, < 0, die Ungleichung 


2M 
beh ss (2 eft M 


’ 1 
d.h. aber, daB z,(2 — a)?™ beschrankt ist; nach der in der Nr. 34 (S.128) 
gegebenen Definition hei®t das aber, dab 2, in «=a nicht unbe- 
stimmt ist 1). Wir haben also den von Sauvage?) gefundenen Satz: 


t) Der vorstehende Beweis ist eine von H. Fuhr herrtthrende Vereinfachung 
des von Schlesinger, Crelles Journal 132 (1907) 8.247 gegebenen Beweises ; 
vergl, auch G. D. Birkhoff, Transactions of Am. Math. Soc. 11 (1910), S. 199. 

2) L. Sauvage, Annales de VEcole Norm. (3) III (1886): vgl. Poincaré 
1884, Oeuvres II, 8. 312, 313. 
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Wenn in einem linearen Differentialsystem die Koef- 
fizienten in x =a héchstens einen Pol erster Ordnung haben, 
so sind die Lésungen in diesem Punkte nicht unbestimmt. 

Da mit den Lésungen des durch die Gleichungen (12), (44) dar- 


gestellten Differentialsystems ftir z,, z, auch die Lésungen der Differen-. 


tialgleichung (3) an der Stelle x =a nicht unbestimmt sind, so haben 
wir den Satz von Fuchs). 

Die Form (B) einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung in der Umgebung der singularen Stelle =a ist 
notwendig und hinreichend daftir, dai die Lésungen fir 
“x=a nicht unbestimmt werden. 

Endlich ist klar, da® zugleich mit 2,, z, auch die durch die Gleichungen 
(16) gegebenen y;, Ya, wo die sy, in « =a sich wie rationale Funktionen 
verhalten und | S| +0 ist, in x =a nicht unbestimmt werden; mit 
Riicksicht auf das oben ausgesprochene Ergebnis haben wir also den 
Satz: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die L6- 
sungen eines linearen Differentialsystems (A), dessen Koeffizienten in 
der Umgebung von x = a eindeutig sind, in diesem Punkte nicht unbe- 
stimmt werden, ist, dafi dieses System mit einem fiir = a kanonischen 
Differentialsystem in bezug auf einen Umlauf um a von derselben Art ist. 

Man erkennt hier auch den Grund dafiir, daf fiir ein System keine 
notwendige Form der Koeffizienten von gleicher Einfachheit vorhanden 
ist, wie sie der Fuchssche Satz fiir die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung gibt; es liegt das namlich daran, daB die Koeffizienten des Sy- 
stems vermége der Transformationen (16) Pole beliebig hoher Ordnung 
erhalten kénnen, wahrend eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung von der Form (B) durch die analoge Transformation 

(16a) W=SU+ Su’, 

WO Sy, Sg in x = a das Verhaltenrationaler Funktionen zeigen, immer wieder 
in eine Gleichung fiir w von derselben Form verwandelt wird. 


42. Berechnung der Integrale in der Umgebung einer Stelle der 
Bestimmtheit fir Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 


Wir wollen nun die quantitative Berechnung der Integrale in der 
Umgebung einer Stelle der Bestimmtheit vornehmen und beginnen mit 
dem Falle einer Differentialgleichung zweiter Ordnung, wo sich die Rech- 
nungen sehr einfach gestalten ?). 


1) L. Fuchs, 1865, Werke I, S. 135, 212, 222. 
*) Vel. hierzu nebst Fuchs a.a.O. noch G. Frobenius, Crelles Journal 


ee 
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Wir bringen die Differentialgleichung (B) durch Multiplikation mit 
(c —a)*? auf die Form 


dazu 
(17) D(u) = (7 — a)? ps + (@—a) Bw —a) de + Baz — ayn = 0, 


die man nach Frobenius die Normalform nennt. Die linke Seite der 
Differentialgleichung haben wir kurz mit D(w) bezeichnet; D ist hierbei 
als Operationssymbol aufzufassen, und gehorcht als solches offenbar dem 
distributiven Gesetze 
D(u, + Ug) = D(u,) + Dug) 
ebenso ist fiir ein konstantes c 
D(cu) = cD(u). 

Wenn die Integrale von (17) in x =a nicht unbestimmt sind, so 
gibt es nach der in der Nr. 40 (S. 162, 163) gemachten Bemerkung jeden- 
falls auch ein Integral, das in der Umgebung von x = a in der Form 

(18) Pat fp oe ay Sexe at 
darstellbar ist. Die Konvergenz dieser Reihe in derjenigen Umgebung 
von x=4, fir die die Reihen $,(a— a), %,(a7— a) konvergent sind, 
ist nach dem Vorhergehenden als gesichert anzusehen. 

Setzen wir die Reihe (18) in die linke Seite der Differentialgleichung 
(17) ein, so ergibt sich: 

D(w) = D(E ox(a — a)rtk) SG —a)rtty. 
=0 b=0 
Wir werden also veranlaft, den Ausdruck 
D((o— aye) = (« — a)2e(@ — 1)(e — aye 
+ (%— a) - B(x — a) - 9 (uw — a)et + Bo(a — a) - (w — aye 
zu untersuchen, wo g eine beliebige konstante GréBe bedeutet; man nennt 
diesen Ausdruck nach Frobenius die charakteristische Funktion 
der Differentialgleichung. 

Wir setzen diese in die Form 

(19) D((%— a)je) = (a — a)? f(x, @) , 
wo also 

f(x, @) = e(@ — 1) + Pi(e@ — a) -e + Be(a — a) 
eine in der Umgebung von x =a holomorphe Funktion bedeutet. Es 
sei nach Potenzen von x—a entwickelt: 


eo 
(20) f(x, @) =e (e)(v@ — a)’, 
Bd. 76, (1873), S. 214 ff., Bd. 80, (1875), S. 317#. und L. Heffter, Hinleitung in 


die Theorie der lin. Ditferentialgleichungen (1893); siehe auch L. Schlesinger, 
Handbuch der Theorie der lin. Differentialgleichungen Ba. I, 1895, S. 154 ff. 
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dann ist nach dem Taylorschen Satze: 


fole) = e(@ — 1) + oF1(0) + $(0) , 
fi(o) = eB; (0) + B30) , 
Wir finden hiernach 
D(3 ce (a — arth) = Soy (ew —ayt* S f(r + k)(@ — a), 
k=0 k=0 4=0 
und indem wir, nach Potenzen von (z— a) ordnend, k + A = » setzen 


und den ganzen Ausdruck mit Null vergleichen, 


ao 


(2 — a) SY (x — a)’ (eof.(7) + Gfh—atr + 1) +--+ + Gfolr + v)¥ =0. 


y=0 
Es muf nun jeder einzelne Koeffizient dieser Reihe verschwinden, 
wenn die Reihe (18) der Differentialgleichung geniigen soll, d. h. 


(24). -egh(r) + ahaG dys bah (7 = 05) oe Sent 


Fir » =0 ergibt sich 
Cofo(r) = 9; 


cy kann als von Null verschieden vorausgesetzt werden, da die Reihe (48) 


sonst nicht zum Exponenten 7, sondern zu einem héheren ,Exponenten 
gehoren wirde; wir finden also zuvorderst, daB der Exponent r eine 
Wurzel der Gleichung 

(22) folg) = o(@ — 1) + oB(0) + %2(0) = 0 
sein mu8. Im allgemeinen Falle wurde r durch die Fundamental- 
gleichung (46) der Nr. 38, abgesehen von additiven ganzen Zahlen, be- 
stimmt; hier bestimmt sich 7 vollkommen als Wurzel der Gleichung 
(22); man nennt diese Gleichung darum nach Fuchs die zu =a 
gehorige determinierende Fundamentalgleichung. Es ist be- 
sonders bemerkenswert, dafi diese Gleichung aus den Koeffizienten der 
Differentialgleichung direkt gebildet werden kann, was fiir die Funda- 
mentalgleichung nicht der Fall war. 

Nachdem 7 als Wurzel der Gleichung (22) bestimmt ist, liefert die 
Gleichung (24) fir »=1 


Cofi(7) + Crfo(m? + 1) = 0 


das Verhaltnis von c, zu cg, also, wenn cy willkiirlich angenommen wird, | 


den Wert von c,, vorausgesetzt, daB fo(7 + 4) nicht verschwindet. Gleicher- 
maen liefert die Gleichung (21) fir » = 2 
Cofalr) + Gifilr + 4) + eefo(7 + 2) = 0 
den Wert von c, usw. Allgemein erhalten wir aus den Gleichungen (24) 
jedes c, ausgedriickt durch 
Coy Cy, 2+ +9 Cy—t 5 
diese Gleichungen stellen also eine Rekursionsformel fir die Koeffi- 


© =. 

se 

aa 

Ce oe ee 
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zienten der Reihe (48) dar. Eine Schwierigkeit kann nur dadurch ein- 
treten, da fiir ein gewisses 


fo(r7 + ») =0 { / 
_ wird. Um dieser vorlaufig aus dem Wege zu gehen, wahlen wir r als die- 
jenige Wurzel 7, der determinierenden Fundamentalgleichung, deren reeller 
Teil nicht kleiner ist, als der der anderen Wurzel; dann ist offenbar fir 
jedes positive vy , 
fo(71 str y) a 0, 
die sukzessive Berechnung der c, also stets méglich. Wir haben somit 
das zum Exponenten 7, gehérige Integral 
u, = (vw —a)n 3 ce (2 — a) 


der Differentialgleichung (B), worin c, eine beliebige von Null verschie- 
dene Konstante bedeutet. . 

Fir die andere Wurzel r,. der Gleichung (22) wiirde alles unver- 
andert bestehen bleiben, wenn der Ausdruck 


. fo(?2 + ¥) 
fir kein positives ganzzahliges » verschwindet. Nun kann aber 
folr2 + 8) = 90 
nur dann bestehen, wenn 
Lawes Ci 


die Schwierigkeit, da8 f,(r.-+ ») verschwindet, wird also dann und nur 
dann eintreten, wenn die Differenz r,—r, der Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichung eine positive ganze 
Zah) ist. 

Diesen Fall, sowie auch denjenigen, wo die beiden Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichung einander gleich sind, lassen wir 
vorlaufig beiseite; dann finden wir also entsprechend der Wahl r =r, 
das zum Exponenten r, gehorige Integral 


oO 
Uy = (€— a)? L(x —a)*, 
k=0 


wo ¢, willkiirlich, aber von Null verschieden ist und die tibrigen ¢, durch 
die Rekursionsformel (21) fiir r =r, geliefert werden. Da r,—r, weder 
eine ganze Zahl noch Null ist, kann der Quotient 


nicht konstant sein; u,, U2 bilden also ein Fundamentalsystem. 
Die Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung stehen 
hiernach, wenn ihre Differenz weder Null noch eine ganze Zahl ist, mit. 
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den Wurzeln w,, w, der zu x =a gehorigen Fundamentailgleichung 
in der Beziehung 
loga@, log a. 
TL Oren dg Suen monn 
und wir sehen zugleich den Grund, weshalb der Fall, wo die Differenz 
der Wurzeln 7,, 72 eine ganze Zahl oder Null ist, Schwierigkeiten bereitet ; 
in diesem Falle ware namlich 
WM, — 2; 

so daB es allgemein zu reden, ein Fundamentalsystem von der Form wy, Ug 
gar nicht gibt, indem das eine der kanonischen Integrale einen Log- 
arithmus enthalten kann. Wir wenden uns jetzt zur Erledigung dieses 
bisher ausgeschlossenen Falles. 

Wir schicken die Behandlung eines einfachen und interessanten 
Spezialfalles voraus '). 

Wenn in (B) die Reihe '8,(2— a) kein konstantes Glied enthalt 
und $,(2 — a) mit (a — a)? beginnt, d. h. wenn 

$i(0) = 0, BO) = 0, B(0) = 0 

ist, so sind die Koeffizienten dieser Differentialgleichung in der Um- 
gebung von «=a holomorph. Also ist auch das allgemeine Integral 
holomorph; wir wollen nun zusehen, in welcher Form sich die Darstel- 
lung des allgemeinen Integrals in der Umgebung von x = a ergibt. 

Die determinierende Fundamentalgleichung (22) hat jetzt die Gestalt 

eet) 0; 
die Differenz ihrer Wurzeln 0, 1 ist also eine ganze Zahl, d. h. wir haben 
unseren Ausnahmefall. Gleichwohl tritt hier keine Schwierigkeit auf, denn 
fy(o) = eB) + Bs(0) 

reduziert sich fiir 9 =0 auf Null, so daf® die Rekursionsformel (24) fir 
r =Q sowohl bei y = 0 als auch bei y = 1 keine Bestimmung der ¢p, ¢, 
ergibt, dagegen fiir vy > 4, die ¢,, cs, .. . durch die willktirlich gewahlten 
Co, Cy eindeutig determiniert. Die Entwicklung (18) lautet also in diesem 
Falle 


Uu=C) + ¢,(x—a) + ¢,(% — a)? + --- in inf., 
wo die ¢),c, willkiirliche Konstanten bedeuten, sie stellt also das 
allgemeine Integral in der Umgebung der Stelle ¢ =a dar. Um ein 
partikulares Integral zu bestimmen, hat man iiber co, c, zu verfiigen, 
d. h. man hat fiir x =a die Werte 
: ee a 
C55 Din a, Cpa ies FE 
vorzuschreiben. Fiir eine Stelle, in deren Umgebung die Koef- 
fizienten der Differentialgleichung (3) (S. 160) holomorph 


1) Vel. L. Heffter, Hinleitung u.s. w. S. 32. 
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sind, wird also ein partikulares Integral bestimmt, indem 
man seinen eigenen Wert und den Wert seiner ersten Ab- 
leitung in diesem Punkte willkirlich festsetzt. 

Dies befindet sich in Ubereinstimmung mit den allgemeinen Ergeb- 
nissen der Nr. 36. 

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo allgemein die Differenz der 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung gleich Null oder 
einer ganzen Zahl ist. Wenn 7, die oben (S. 171) festgelegte Bedeutung 
behalt, so mége also 

Lah apa cae 
eine positive ganze Zahl oder Null sein. 
Machen wir mit dem zum Exponenten r, gehorigen Integrale 


ieo} 
u, = (x —a)n L' cx (x — afk 
k=0 


in der Differentialgleichung (B) die Substitution 
(23) B= U,f ode’, 
so geniigt » der linearen Differentialgleichung erster Ordnung (vgl. Nr. 40, 
S. 163, Gl. (10)) 
do Ua ie) is 
it o(2,:+ eae ee 
die wir, da in der Umgebung von 2 =a 
coy Hp ra she Ne 
en ampy Mae a) + 
ist, in der Form 
de %3,(0) + 2r 
oe a g ae ae ten ele O) ce | 
oder endlich, da nach (22) 
Ty + Te = — (B,(0) — 1) 


ist, in der Form 


a4) Ba of Fo 4 tae—a)t--| =o 


schreiben kénnen. Aus den Ergebnissen der Nr. 34 folgt, daB das Inte- 
gral dieser Differentialgleichung fiir « = a nicht unbestimmt ist und zum 
Exponenten 

Sct eake) 
gehort; in der Tat finden wir auch unmittelbar, indem wir die Gleichung 
(24) integrieren, 

G = (4 — a) Ot )(Yq + Yi(4 = Bos) (yo¥#) 
und wenn wir jetzt dies in (23) einsetzen, so ergibt sich ein zweites Inte- 
gral von (B) in der Form: 

Uy = Uf (a — a)—A+—-) (Yo + ys(e— a) +--+) dx. 
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Beachten wir nun, dafi r;—r, gleich der nichtnegativen ganzen 
Zahl g sein sollte, so folgt bei Ausfithrung des mit u, multiplizierten 
Integrals: 


ty = PM (oa) $2 + way 


+ yplog(e— a) + % +m (2—a) + --H, 


und wenn wir fiir u, seine Entwicklung einsetzen und beachten, dah 
Fas raa iON ro 
ist, so finden wir fiir u, eine Darstellung von der Form 
Ug = (4 — a) po(% — a) + Yo P2(z — a) - log (x — a)} , 
wo (4% — a), p.(~— a) gewohnliche Potenzreihen von x«—a bedeuten, 
und die Konstante y, jedenfalls von Null verschieden ist, 
wenn g=0 ist; dagegen kann y, fiir ein wesentlich positives g ver- 
schwinden. Der Ausdruck 
Yq (x — a) po(x — a) , . 
der den Faktor von log (2 — a) bildet, unterscheidet sich von uw, nur durch 
einen konstanten Faktor. Wir sehen, da® auch in dem Falle eines ganz- 
zahligen Wertes von 7r;—vr, die GroBen 
ezrin, E21 it. 

die Wurzeln der zu « =a gehorigen Fundamentalgleichung sind. Wenn 
Yy =O ist, wird auch das zweite Integral u, logarithmenfrei sein. Ein 
Beispiel dafiir bildet der oben behandelte Fall, wo die Koeffizienten von 
(B) in der Umgebung von x =a holomorph sind; in diesem Falle ist 
r, =1, re =0. Ein weiterer interessanter Sonderfall tritt ein, wenn 
r,,7, tiberhaupt voneinander verschiedene ganzzahlige Werte haben und 
y, verschwindet. Ist dann wenigstens eines der 7,,7, negativ, so hat 
das allgemeine Integral in «=a einen Pol, sind r,,7. nichtnegativ, 
so ist das allgemeine Integral in der Umgebung von x =a holomorph. 
Ist aber nicht r, =1, r, =0, so hat wenigstens einer der Koeffizienten 
der Differentialgleichung (B) in « =a wirklich einen Pol und wir haben 
es mit einem auBerwesentlich singuléiren Punkte zu tun (vgl. 
Nr. 43, S. 49). Fur einen solchen Punkt mu8 dann nach Nr. 38 (S. 147) 
die Wronskische Determinante (8) (Nr. 40) von u,, uv, verschwinden. 

Wir sehen, da8 in dem Falle der Differentialgleichung (B) die quan- 
titative Berechnung des kanonischen Fundamentalsystems durch alge- 
braische Operationen méglich ist. Wir heben noch besonders hervor, dai 
dasjenige Integral, das zu der Wurzel der determinierenden Fundamental- 
gleichung gehort, deren reeller Teil nicht kleiner ist, als der der anderen, 
stets in Reihenform darstellbar ist; das zu der anderen Wurzel gehérige 
Integral kann, wenn die Differenz der Wurzeln der determinierenden 
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Fundamentalgleichung eine ganze Zahl ist, einen Logarithmus enthalten, 
es enthalt diesen Logarithmus unbedingt, wenn die beiden Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichung zusammenfallen. 

Da die Herstellung der Reihenentwicklungen fiir die Integrale in 
den Anwendungen von besonderer Wichtigkeit ist, geben wir in der fol- 
genden Nummer einige den Anwendungen entnommene Beispiele. 


_ 43. Beispiele. Verhalten der Integrale im Unendlichen. 


14. Die Cauchysche Differentialgleichung‘) lautet 

a? wu A du B 

(>) da? * c—ade* (2—ap” 9» 
wo A, B Konstanten sind; sie kann durch die Substitution (4) in ein 
Cauchysches Differentialsystem verwandelt werden; wir kénnen die 
Integration aber auch leicht direkt vollziehen. Die determinierende Fun- 


damentalgleichung fiir « =a lautet 


(26) o(g@--1)+ Aeo+ B=0. 
Hat diese zwei verschiedene Wurzeln r,, 72, so ergeben sich die Lé- 
sungen 
(27) Uy = (&—a)n, uy, = (t—a)r, 
wahrend fir 7; =r, 
(28) Uy = (x —a)i, Uy = (x — a)" log (x — a) 


ist, in Ubereinstimmung mit den fiir das Cauchysche Differentialsystem 
gefundenen Lésungen. Fiihrt man in (25) durch die Substitution 

(29) t= log(ve—a); «—a=eé 
t als unabhangige Veranderliche ein, so verwandelt sich (25) in die Diffe- 
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 


d? du 
(30) ce + (A—1) a + Bu = 0; 
die Gleichung (26) oder 
(26a) e+ (A—1)e+B=0 


hei8t hier die charakteristische Gleichung. Entsprechend (27) und 
(28) haben wir das Fundamentalsystem 
(27a) l= ent Sy eS erst ‘ 
(28a) (PA DN 
Studiert man z. B. die Bewegung des mathematischen Pendels fir 
unendlich kleine Amplituden, so kann man in der Differentialgleichung 
(16) der Nr. 6 » an die Stelle von sin m setzen und erhalt 


(ry 7) 


(7,=7) 


2) Re Cauchy, Exercices d’Analyse etc. I (1840), S. 262. 
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Pp sg 
(31) Ge tLe we 
Die charakteristische Gleichung (26a) lautet jetzt 
oa, f =0; 
sie hat die beiden voneinander verschiedenen Wurzeln 
ayes ry =—1 f, 
also bilden 


9 
ein Fundamentalsystem. Statt dessen kann man auch das im reeller Form 
erscheinende Fundamentalsystem 


sin) 8, cost ] 


nehmen. Man hat also das allgemeine Integral 


(32) Diaa Gs SID ye + C5 cost | : 


und das partikulare Integral, das fir t =0 verschwindet und dessen 
Ableitung fiir t = 0 gleich ¢, ist, lautet: 


PTS 
02) =o |e sin ey : 


Die Form der Differentialgleichung (30) tritt tiberhaupt bei allen 
Bewegungsvorgangen auf, die in kleinen Schwingungen eines Punktes 
von der Masse 1 um eine Ruhelage bestehen. Erfolgt die Bewegung auf 
der u-Achse, und hat der Punkt zur Zeit ¢ die Abszisse u, wirkt auf ihn 
ferner die Kraft — k?u, wo k eine reelle Konstante ist, und noch ein der 


Geschwindigkeit & proportionaler dampfender Widerstand — ee wo 


é > 0 ist, so lautet die Differentialgleichung der Bewegung ') 


au du 


(33) Ape ae +khu=0, 
und ihre charakteristische Gleichung wird 
(34) ev+et+kh=0. 
Setzt man 
6 
pe = ke — a 


so sind drei Falle zu unterscheiden: 


1) Vgl. J. Horn, Gewoéhnliche Differentialgleichungen, S. 107. 


SAE USS DU Weaeicchasy at ae BR Nie eas rae 
Me eee ’ ? 
ar are i \ 


i Th . 
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a I. ¢ < 2k, dann hat die Gleichung (34) die konjugiert komplexen 
_ Wurzeln 
é é 
ry maa Lad ce. Le Vartan uaa J) 

und die allgemeine Lésung lautet nach (27a) 


. 


é i (2 
—s+yi)t —z—pi)t 
WO ¢,, C, willkiirliche Konstanten bedeuten, oder wenn man 
iy? ¢, + ¢ = asin A, (cy — Co)t =acosa 
- setzt, 
é S 
—-t i 
u=ae * sm(ut + A). 


Fir <¢ = 0, d.h. fir den Fall ungedampfter Schwingungen, hat man, wie 
beim Pendel, eine einfach periodische Bewegung mit der Schwingungs- 


 dauer 7 ae Ist dagegen 0 <e< 2k, so hat man 


ar 
oe ae an sin (ut + A’), 


“wo 
a (160s A—s sin na)=a' sin A’, 
—a( usin A+ . cos a) =a’ cos ji’ 


gesetzt wurde. Die Werte von 1, fiir die eine Extremlage des schwin- 


genden Punktes eintritt, also = = 0 ist, bilden eine arithmetische Reihe 


mit der Differenz oe der Zeitunterschied zwischen dem Eintreten zweier 


D 


: res : oneier 20 
aufeinander folgender Maxima oder Minima ist konstant gleich ——, er 


kann auch wieder als Schwingungsdauer bezeichnet werden. Die Ab- 


stande der Extremlagen des schwingenden Punktes vom Punkte u = 0 
é7U 


bilden eine geometrische Reihe mit dem Quotienten e » ; man nennt 


&7 das logarithmische Dekrement. 
II. ¢ = 2k; dann ist r; =r, und (siehe (28a)) 


é 
Up——ne 2 (ey + Cyt) 
die allgemeine Lésung. 
Ill. ¢ > 2k, dann sind 7, r, reell negativ und die allgemeine Losung 
lautet 
Wi== €,e2" i, ers 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 12 
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In den Fallen II und III ist lim w =0; wir haben es hier mit einer 
t—> +0 
aperiodischen Bewegung zu tun. 


2. Die Aufgabe, den Spannungs- und Deformationszustand einer 
diinnen, aus einem homogenen und isotropen Stoff bestehenden Ring- 
flachenschale konstanter Wandstarke unter der Voraussetzung der Giil- 
tigkeit des Hookeschen Gesetzes zu bestimmen, fiihrt 1) auf die Differen- 
tialgleichung 

(35) (A+ a)?(1—2?)u"” + (A+ 2) (1 — dx — 22?) Ww’ 

—[1—tkAx + (tk —1)2?7] u =0, 
wo A, k reelle Konstanten bedeuten. Es kommt dabei wesentlich auf die 
Entwicklung der Lésungen in der Umgebung der singulaéren Stellen 
x=+1, £=—t1an. Man sieht, da8 nach Division mit dem Koeffi- 
zienten von w’’, die Differentialgleichung in der Umgebung dieser beiden 
Stellen und ebenso auch in der Umgebung der singularen Stelle s = — A 
die Form (B) hat. Die Lésungen verhalten sich also an diesen Stellen 
bestimmt. Fir 7 =1 z. B. kann man 
(x — 1)? Bo(w — tu” + (w@ — 1) Bi (ce — 1)’ + B(x — 1)u = Diu) 

als die Normalform der linken Seite von (35) ansehen, wo 


Bole —1)—(1 + 2)(A+ 2), 

B(x —1) = —(A + 2)(1 — de — 20°), 

Bo(a — 1) = (w@ —1)[1 — thax + (ik —1) 2?) 
gesetzt wurde; es bietet das den Vorteil, daB diese Potenzreihen abbrechen, 
wodurch sich die weitere Rechnung erheblich vereinfacht. Die charakte- 
ristische Funktion (Nr. 42, Gl. (19)) lautet dann 

f(a, @) = Bola — 1)e(@ — 1) + Bila — 1)e + B.(z — 4) 
= fole) + fr(@)(w — 1) + felo)(x — 41) + fa(e)(e@ —1)°, 

und die determinierende Gleichung ist 
foe) = 2(1 + A)? o(@ —1) + (A+ 1)? 0 = 2(1 + AP[eo(e —1) +40] =0 
mit den Wurzeln 7; =0, rp = %. Die expliziten Ausdriicke fir f,(@), 
f2(@), fs(@) sind auch leicht herzustellen. Wir haben also ein in der Um- 
gebung von x = 1 holomorphes Integral 


in dem cy willkirlich bleibt, waihrend die iibrigen ESUS UTA) a c, sich 
durch die Rekursionsformel 
¢, fo(@+ v Mie v—ifi(o an Views 5) <3 Cy—2f2(0 ae aw 2) ate cy —3f3(@ +Y — 3) nae 0 


bestimmen. Die Berechnung des zweiten Integrals 


1) H. Wissler, Festigkeitsberechnung von Ringflachenschalen, Dissertation 
Techn. Hochschule Ziirich, 1916. 


7 
= 


TER Seg > kn a ee 2% Lae 
Wea : y ae 
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i 
nt Ps 


43. Beispiele. Verhalten der Integrale im Unendlichen. 179 


Up = (© — 1) So (2 — 1)» 
} v=0 


gestaltet sich am einfachsten, wenn man die Differentialgleichung (35) 
durch die Substitution 


u=V1—2x2¢ 
in eine Differentialgleichung fiir » transformiert, die dann fiir « = 1 als 
Wurzeln der determinierenden Gleichung 7; = 0, r; = —3 besitzt. Das 


der Wurzel ri =0 entsprechende Integral ¢, ist in der Umgebung von 
a = 1 wieder holomorph und verwandelt sich durch Multiplikation mit 
V1 — 2? in u,, was auch wieder mit einem willkiirlichen konstanten Faktor 
(dem Anfangskoeffizienten der Potenzreihe ¢,) behaftet erscheint. Das 
allgemeine Integral von (35) hat also die Form 

w=u+Vi—2o,. 
Fur reelle Werte von x hat man dann als Konvergenzbereich, 


wenn A> 1 ist, —1<24<3, 
wenn A<1 ist, —A<a<A4+2. 
Behandelt man noch den Punkt x = —1 in ahnlicher Weise, so hat man 


fiir alle in der Praxis vorkommenden Falle brauchbare Entwicklungen 


des allgemeinen Integrals. 
3. Die Aufgabe, alle analytischen Verbiegungen der Kugel vom 
Halbmesser 1 zu finden, fiihrt 1) auf die Differentialgleichung 


(36) a2(1— 2*)u” + a(1 + 8a? — x4)u’ — h?2(4 — #)u =0, 
in der k eine positive ganze Zahl bedeutet. Darin ist « = tg e wo 


die geographische Breite auf der Kugel bedeutet. Im Endlichen hat die 
Differentialgleichung die singuléren Punkte 0, 1, —1, 7, —7i; an jedem 
dieser Punkte zeigen die Integrale bestimmtes Verhalten. Fir «+ =0 
lautet die determinierende Fundamentalgleichung 
(Orr ei Or his Ol. 

Zu ibren Wurzeln + k,—k gehoren Integrale von der Form 

Uy = GE(Co + e+ -++), Ug= a "(Cot aqr+---). 
Fir « =1 und « =—1 hat die determinierende Fundamentalgleichung 

Oi t i= 20 = 0 
die Wurzeln 0 und 3. Zu der Wurzel 3, als der gré8eren, gehért sicher 
ein in Reihenform darstellbares Integral, aber auch der Ansatz 
U=omtaez+it)+a(e+1P+--- 

fiihrt zu einer Bestimmung der Koeffizienten co, c,, c,, ... durch Rekur- 
sionsformeln; es gehért also auch zu der Wurzel 0 ein in Reihenform 


1) H. Liebmann, Bedingte Flachenverbiegungen usw., Sitzungsberichte der 


Bayr. Akademie d. Wiss. 1920, S. 21, insbesondere S. 37. 
12* 
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darstellbares Integral, d.h. das allgemeine Integral von (36) ist in der 
Umgebung von «=1, =—4 holomorph. Wir haben es hier mit 
auBerwesentlich singularen Punkten zu tun. 
Fir « = +7 hat die determinierende Fundamentalgleichung 
e(e —1) + 2¢@ =0 
die Wurzeln 0 und —1; zu 0 als der groBeren gehort ein holomorphes 
Integral, aber der Reihenansatz zeigt, da8 auch bei dem zu dem Expo- 
nenten — 1 gehérigen Integral kein Logarithmus auftritt. Die allgemeine 
Lésung von (36) hat also in x =i und x = —1 je einen Pol erster Ord- 
nung. Damit ist das Verhalten der Integrale im Endlichen vollkommen 
geklart, die allgemeine Lésung ist in der ganzen Ebene meromorph. Wenn 
k keine ganze Zahl ware, so wire x = 0 ein Verzweigungspunkt, aber die 
Produkte «~*u,, v*u, waren in der ganzen Ebene meromorph. Die ein- 
zigen Pole dieser Produkte sind x = + 1, diese kénnen durch Multipli- 
kation mit (22+ 1) beseitigt werden. Also sind 2 *(z? + 1)u,,2*(z? + 1) uy 
in der ganzen Ebene holomorph, und wir wollen nun noch priifen, wie 
sich diese Funktionen fiir x = oo verhalten. Das bietet keinerlei Schwie- 
rigkeit, wenn wir in der Differentialgleichung (36) 
. 4 
oe 
als neue unabhangige Veranderliche einftithren und dann die Untersuchung 
der Lésungen fiir é = 0 vornehmen. 
Hat man allgemein die Differentialgleichung (3) 


(a + pu’ + qu=0, 
wo p und g in der Umgebung von x = © eindeutig sind, und fithrt é =" 
als neue unabhangige Veranderliche ein, so ist 
du du. ns au du 
ua my c2. — 4 Pe ESOT 
dx Geri dx dees BE prs 


die Differentialgleichung mit der unabhangigen Variabeln é lautet demnach 


d? 1\] du 
(7) a + [Beg] |Ge + alee 9, 
und es sind nun die Koeffizienten dieser Differentialgleichung in der Um- 
gebung von é = 0 eindeutig. Damit die Integrale in € = 0 nicht unbe- 
stimmt werden, ist nach den Ergebnissen der Nummern 40, 41 not- 
wendig und hinreichend, da in der Umgebung von é = 0 


jp) 8. bell) 


Ea Sie 
sel, WO %,(é). (€) gewohnliche Potenzreihen von € bedeuten. Setzen wir 


2— $,) = B), 


LSTA ERS I HF 
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so lautet also die Form der Koeffizienten p(x), g(x) in der Umgebung 
x00) 4) == CO 
4 4 1 4 

(38) p(2) = 5 Bi(5)> ate) = zs Ba(2); 
wo ,, 8, gewohnliche Potenzreihen von x sind. Diese Form ist also 
notwendig und hinreichend dafiir, daB die Integrale von (3) im Punkte 
x = 00 nicht unbestimmt werden. 

Die determinierende Fundamentalgleichung der Differentialgleichung 
(37) fir € =0 lautet 

e(e — 4) + ef2 — B1(0)] + B,(0) = 0 


e(o + 1) — Bi00)e + B(0) = 0, 
sie gilt auch als determinierende Fundamentalgleichung von (3) fiir 
x = 00; ihre Wurzeln geben die Exponenten (von 2‘), zu denen die 
Elemente des kanonischen Fundamentalsystems fiir x = oo gehéren. 
Fiir unsere Gleichung (36) +) ergibt sich, daB die Lésungen in & = 0 
nicht unbestimmt werden, und da die determinierende Fundamental- 


gleichung 


oder 


ee + 1)-9—B =0 

die Wurzeln + k besitzt. Wir schlieBen daraus, daB die Produkte 

a#(a? + 1), 2*(a® + 1) Uy 
in x = oo je einen Pol zweiter Ordnung besitzen, also ganze rationale 
Funktionen zweiten Grades sind. Man findet aus den Rekursionsformeln 
die Koeffizienten dieser ganzen Funktionen und damit fiir u,, uw, die expli- 
ziten Darstellungen 
,prret+d—k)y ideas cher fe (E ee) et 


vir ihre eas 1+ 2 


44. Direkte Behandlung der Differentialsysteme. 


Aus theoretischen Griinden wollen wir die fiir Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung dargelegten Methoden auf Systeme zu tibertragen suchen. 
Wenn fiir das System (A) 

d 

Go = Yidik + Yaar (&=1,2) 
die Elemente einer [ntegralmatrix Y und folglich die allgemeinen Lé- 
sungen in dem singularen Punkte a nicht unbestimmt sind, und es bedeutet 
% die zu Y fir einen Umlauf um a kogrediente Cauchysche Matrix, 
so treten in den Laurentschen Reihen, ‘die die Elemente der Matrix, 


5 : Ree amen cba fe 
1) die iibrigens ‘durch die Transformation f= in sich selbst iibergeht. 
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Dia 
bilden, negative Potenzen nur in endlicher Anzahl auf. ‘Die Matrizen 
Y und Q) sind also hier in bezug auf einen Umlauf um a von der- 
selben Art. Fur die kanonische Integralmatrix 
A = (¢#— a)\~ @, 

wo also » eine der drei Formen (63) der Nr. 39 (S. 156) hat, konnen 
wir dann die in den 7,,7, noch willkirlichen ganzen Zahlen so ein- 
richten, daB 

4. die Elemente von ® in der Umgebung von x =a holomorph 
sind, 

2, diese Elemente nicht alle fiir =a verschwinden. 

Es seien 7,7, schon von vornherein so gewahlt; dann sagen wir, 
da die kanonische Matrix H zu der Exponentenmatrix 2 gehére, und 
nennen + die zu «=a gehoérige determinierende Matrix, die 
Gleichung 

(39) | X’— Ir| =0 
die zu =a gehorige determinierende Fundamentalgleichung. 
Nach dem Jacobischen Satz (Nr. 38) ist 


eu | | = const. eS (tatlas) da 
Da die a, in x =a nur einen Pol haben kénnen, ist in der Umgebung 
von x=a 


G11 1 G2 = (yp Gye oO) errata ate 


ae ea 


xL— a) 
also 


| H| = const. (v — a)ael— 
wo (x) in der Umgebung von x = a holomorph und g(a) + 0 ist. Da 
x =a fir |H| kee Unbestimmtheitsstelle sein kann, so muB k< 1 
sein, d. h. a,, + d,, hat in x=a hoéchstens einen Pol erster Ord- 
nung. Wir finden also 
(41) |H| = const. (x— a)4a g(x), g(a) +0, 


k li 
ieee a ae 


wo 
d, = Resa(a,; + 49) 
ist. Fiir die Cauchysche Matrix (2 —a)* lergibt der Jacobische Satz 
t| («7 — a)* | = const. (x — a)ntn 
endlich haben wir 
| @ | aa (x Fan a)" p(x) ? 
wor=0Ound y(z) in der Umgebung von « = a holomorph und y(a)+ 0 
ist. Da aber 
| 1| = |(e«—a)*||O| 
ist, so finden wir 
r = Resq (dy, + Gg2) — (7) + 72) 20- 


EES NY Fe A a 


ee > oy) uae eee Nie ‘ y gh.) ma. ety 
eR REMAN AR Spl eeBer n> es 
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Wenn 7 > 0 ist, so verschwindet die Determinante der Anfangskoeffi- 
zienten +) der yz. D.h. wenn in der Umgebung von z = a 
Pn = Pe + YP(@— a) + ++: 

gesetzt wird, ist 

Pi PI 

Par Pho 
aber nach der Voraussetzung 2. sind nicht alle vier Elemente gp) gleich 
Null. Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, 
daf® etwa gf{{) + 0 und inshesondere © = 1 ist. Wir ziehen dann aus 
Pie, Pog die héchste Potenz von x—da, die in beiden enthalten ist, 
heraus, es sei diese (ec — a)’, dann kommt das darauf hinaus, da’ wir 
@ in die Form setzen: 

Ma ag) 
co) == DP ; ( e 


0 (« — a)s 


00 


und in der Matrix ® sind die Elemente der ersten Spalte dieselben wie 


in @®, wiahrend in der zweiten Spalte sicher nicht die Anfangsglieder 
beider Elemente verschwinden. Ist @,9(a) = 0, so hat die Determinante 
der Anfangskoeffizienten fiir ® den von Null verschiedenen Wert 4» @99(a). 
Ist g(a) + 0, so bilden wir 

»(1 — Pr(2) Fee 

late eae 
dadurch wird die erste Spalte nicht gedndert und in der zweiten Spalte 
ist Qy.(a) = 0. Ist Ggg(a) + 0, so hat die Determinante der Anfangs- 
koeffizienten in ® einen von Null verschiedenen Wert, ist @oo(a) = 0, 
so kann wie bei @® die héchste in Gy. und Pg. auftretende Potenz von 
x — a herausgezogen werden. Setzen wir dieses Verfahren fort, so kann 
der Fall, daB die Elemente der zweiten Spalte gleichzeitig verschwinden, 
nur eine endliche Anzahl von Malen auftreten, da ja in | ®| keine hoéhere 
Potenz von «—da als die r-te steckt. Wir kommen also schlieBlich zu 
einer Darstellung von der Form 

eG. 

wo die Determinante der Anfangskoeffizienten von 4 nicht verschwindet, 
und G aus Matrizen von der Form 


GPP") Geax) 


zusammengesetzt ist. Die Determinante |G | ist eine Potenz von x — a. 
Gehen wir dann von (A) durch die Transformation 


Y1 = 4811 + 22821 » 
42 
i) Yo = 24812 + 22820 


1) d. h. der von (a —a) freien Glieder. 
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zu dem Differentialsystem von derselben Art 

(A’) = = Z1b1% + 22b0% 

iiber, so hat dieses die kanonische Integralmatrix 

YZ HGH = (¢—a)=#, 
und in W ist die Determinante der Anfangskoeffizienten von Nuil ver- 
schieden. 

Wir kénnen also, wenn r > 0 ist, durch eine Transformation von 
der Form (42) stets zu einem Differentialsystem (A’) von derselben Art 
iibergehen, fiir das die dem r entsprechende Zahl gleich Null ist. 

Bilden wir die derivierte Matrix von Z, so ist nach der Derivations- 
formel (D) der Nr. 39 


(43) Dati Bice th Ne ee De 


die Elemente von ¥ sind holomorph, ae da | J | im Punkte a von Null 
verschieden ist, sind auch die Elemente von ¥~1, und folglich die von 
D,W holomorph. Wir sehen also, da8 die Koeffizienten b,, des Differential- 
systems (A’) in x = a hochstens einen Pol erster Ordnung haben, also ist 
(A’) eit fir z =a kanonisches System. 
Es sei in der Umgebung von z =a 

ba = + OD + bY(@—a) + - 

ae + Yip (@— a) + °°, 
dann liefert die Gleichung (43) oder 

PB(x —a) = re + (@—a) Se, 


indem wir beiderseits die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von x — a 
vergleichen, durch die absoluten Glieder 

(44) — POS — LW) 
‘und durch die Koeffizienten von (% — a)’*} 

(45) Wr+aynS + POB) + PBOB—-Y) + ..- + BHBO 

= LW) + (y + 1) Pet. (v=0,1,2,...) 
Aus (44) ergibt sich 
S = po. Y. yo), 

d.h. die determinierende Matrix 2 ist mit der Residuenmatrix S der 
Koeffizienten 5, abnlich und zwar ist 2 einfach die kanonische Form der 
Matrix S. Insbesondere ist | S— Jr| =0 die determinierende Fun- 
damentalgleichung. Hat man 2 auf diese Weise bestimmt, so liefert 
(45) eine Rekursionsformel! zur Berechnung der Koeffizientenmatrix 
BD) aus WO, yO... we. Diese Berechnung sté8t auf keinerlei 
Schwierigkeit, wenn die Determinante der Koeffizienten p&t” von Null 


Sere ee oe 


jo A a= Saal ea 
$F eee Ba ele. 
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verschieden ist. Es eriibrigt sich, hier eine vollstandige algebraische | 
Diskussion dieser Rekursionsformel zu geben, da wir ja von den Reihen 
yz ausgegangen sind; man findet eine solche — in noch allgemeineren 
Fallen — bei Horn'). Wir begniigen uns mit der Feststellung, da® in dem 
hier betrachteten Falle die Berechnung der determinierenden Matrix 
und der Koeffizienten der Reihenentwicklungen y,, aus den Entwicklungs- \ 
koeffizienten der b,, auf algebraische Weise moglich ist. 

Nicht fiir jedes im Punkte z =a kanonische System ist die Be- 
dingung erfiillt, da& die Determinante der Anfangsglieder in der Matrix 
von Null verschieden ist. Aber man kann dies durch eine Transfor- 
mation von der Form (42) stets erreichen. Wir sagen, wenn dies der Fall 
ist, das System (A’) habe in s =a die Normalform. In diesem Falle 
lautet also die Entwicklung einer beliebigen Integralmatrix in der Um- 
gebung von x =a 

(46) P(e —a)(#O 4+ We —a) +++), 
wo I eine beliebige konstante Matrix, S die Residuenmatrix der b,, und *P© 
eine Matrix mit nicht verschwindender Determinante bedeutet. Wir sehen 
hier das vollstandige Analogon zu der Entwicklung (IVa) der Nr. 34 (S. 128). 

Wir bemerken, daB die Erérterungen dieser Nummer vorwiegend 
theoretische Bedeutung haben, indem sie von der Entwicklung der 
Lésungen ausgehend die Transformation auf die Normalform zeigen. 
Wenn ein vorgelegtes Differentialsystem daraufhin untersucht werden 
soll, ob seine Lésungen sich in einem singuléren Punkte x = a bestimmt 
verhalten, so ist es am bequemsten, die Transformation auf eine lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung auszufiihren. Ergibt sich fiir diese 
die Form (B), so stellt man nach den Methoden der Nr. 42 das kanonische 
Fundamentalsystem her; dieses bildet dann mit seinen Ableitungen eine 
Integralmatrix, auf die man die Methode dieser Nummer anwenden und 
auf diese Weise zu einem System von der Normalform gelangen kann. 


45. Riccatische Differentialgleichung und beliebige Differential- 
gleichung erster Ordnung °). 


Die in den Nrn. 40, 42 fiir lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung abgeleiteten Resultate sollen nunmehr zunachst auf die Ric- 
catische Differentialgleichung iibertragen werden. 


1) J. Horn, Mathematische Annalen 39 (1891), S. 391 ff. 

2) Vel. fiir diese Nummer: Fuchs, Berliner Sitzungsberichte 1885, S. 279't., 
Werke II, S. 391; Briot et Bouquet, Journal de lKcole Polyt. Cah. 36, (1856), 
S. 161ff.; Poincaré, ebenda, Cah. 45, (1878), S. 13ff.; Koenifgsberger, {Lehr- 
buch ete., S. 373 ff. 
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Machen wir in der Differentialgleichung (B) (S. 165) die Substitution 
d logu 3 Nig at 


(47) Y NE Se 8) ata ’ 
so ergibt sich 
du cy fru 
dx ~ t—a° : 
PM lp yeey? ie aay y 2 a 
ualceerr ager rey 


und somit fir y die Riccatische Differentialgleichung 
48 dy ¥ + [Rie —a)— 1] y + B(2 — 2) 
(48) ae hk xr—a i 
Bedeuten uw, U, irgendein Fundamentalsystem von (B), y,, v2 will- 
kirliche Konstanten, so ist 
d log (yit4 + Y2Ue) Villy + Yolo 
=) (a 
tee dx: Yily + Y2Ue 
das allgemeine Integral von (48). Der Punkt zw=a ist also auch 
fiir die Integrale der Riccatischen Gleichung (48) kein 
Punkt der Unbestimmtheit. 
Die Form (48) ordnet sich dem Falle unter, wo in einer Differential- 
gleichung 


d 
FO) 


die Funktion f(z, y) unabhangig von y unendlich wird, wahrend ihr rezi- 
proker Wert im allgemeinen holomorph bleibt, ein Fall, der in der Nr. 10 
ausgeschlossen worden war, weil er zu einer festen Singularitat fihrt. 
Wir kénnen nunmehr die Beschaffenheit der Integrale von (48) in der 
Umgebung von « = a vollkommen angeben. 

Es ‘selen u,, U2 die beiden Elemente des zu « =a gehérigen kano- 
nischen Fundamentalsystems, wie sie in der Nr. 42 aufgestellt worden 
sind. Dann ist, falls beide Integrale in Reihenform darstellbar 
sind, das allgemeine Integral y von (48) in der Umgebung von z = a 
in der Form 
(x —a)a} yp, + ¢-(C— alr ty, — e+ c(a— alr ry, 

(x— a)rg@e+e-(4x—a)ig, Get ec(r—a)nrgy, 
darstellbar, WO j, Po, Y1, Ye gewOhnliche Potenzreihen von x— a sind, 


y =(z@— 4) 


die fiir x = a nicht verschwinden, und c = V1 die willkiirliche Konstante 


bedeutet. Das allgemeine Integral ist also a der Umgebung von « = @ 
nach positiven ganzen Potenzen von x—a und 

[(e — ay 
entwickelbar. Besonders bemerkenswert sind die beiden Integrale 


ee 


Uae ie 
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d log u d log u 
Y1 = (& — a) = “5 Yo = (x —a)- ee Se 


die in der Umgebung von 2 =a die Form: 

Y1 = 7, + 6,(% — a) + 6,(e — a)? + 

Yo = Te + &(X — a) + &,(% — a)? + 
haben, also daselbst holomorph sind und in « =a bapcnnaowibe die 
verte, Ty, 7, annehmen. 

Fir die Wertepaare =a, y =r, und x =a, y =r, fallt in der 
Entwicklung des Zahlers der rechten Seite der Gleichung (48) nach Po- 
tenzen von 

xZ—da, y—Tr, beziehungsweise x—a, y—ry, 
das konstante Glied weg, da ja r,, r2 die Wurzeln der Gleichung (22) 
e(e — 1) + B,(0) a + B,(0) = 0 
sind; der Differentialquotient ay erscheint also fiir diese Wertepaare in 


der unbestimmten Form . ein Fall, der bei den allgemeinen Unter- 


suchungen des zweiten Kapitels ebenfalls ausgeschlossen war. Wir sehen 
hier zugleich wieder ein Beispiel fiir die in der Nr. 13 (S. 49) erwahnte 
Méglichkeit, daB ein gewisses Integral, das fiir «=a den Wert y=y 
annimmt, in der Umgebung von « = z holomorph bleiben kann, obwohl 


d 
fiir dieses Wertesystem der Differentialquotient e in unbestimmter 


- Form erscheint. 
Wenn die Entwicklung des Integrals u, in der Umgebung von 
x =a einen Logarithmus enthialt, so ist r,; — rg = g Null oder eine posi- 
tive ganze Zahl; in diesem Falle lautet die Darstellung des allgemeinen 
Integrals in der Umgebung von z = a: 
(2 — ayaty, + (% — a) 9 [xy + Xe: (& — a) log (a4 — a)] 
y= (ea) ela — ayn, + © — 4! G5 + yo log (e — a] 
_ ty + Xe: (% — 4) log (v@ —a) + e(@— ay, 
Po + 2 log (x— a) + ¢(v—a)rg, 
WO Yr, V1, Vo, Yoo Xx Xo Qewohnliche Potenzreihen von («—a) bedeuten, 
von denen 9, ¥, fiir = a von Null verschiedene Werte haben, wahrend 
XX UNA Go, p. fir « =a nicht gleichzeitig verschwinden. In diesem 
Falle ist also y nach positiven ganzen Potenzen von « — a und log (x — a) 
entwickelbar. Dem Integrale u, entsprechend, gibt es ein in der Um- 
gebung von z =a holomorphes Integral 


y =(o— a) = 7, + ye — 0) + dye — 0)? + 


? 


) 


das fir z =a den Wert 7, annimmt. 
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Wir wollen den Fall, wo r;—r, weder eine ganze Zahl noch Null 
ist, als den allgemeinen etwas naher ins Auge fassen. 


Setzt man 

(49) w—a=& y—n=yn, ; 
wo A eine der Zahlen 1, 2 bedeutet, so ist in der Umgebung von é = 0, 
tO 


y+ [Bi(e — a) — 1] y + Bale — a) = — of — By —TE, nh, 
woselbst 
—a = $,(0) 7, + (0) , 
— B = 2r, + $,(0) — 1 Ng cee LAM 
ist und [, 7], die Gesamtheit der Glieder zweiter und hoherer Dimension 
in €,7 bedeutet. Die Differentialgleichung i 


(50) g Gl = of + Bn + UE, me 


besitzt demnach ein und nur ein in der Umgebung von = 0 holomorphes 
Integral 
m = 6:6 + 8 +--+, 

das fiir € = 0 verschwindet. Die Voraussetzung, da8 r,—r, weder gleich 
Null noch gleich einer ganzen Zahl sei, bedingt fiir 6, da diese Grobe 
keine ganze Zahl sein kann. Wenn # eine negative ganze Zahl oder Null 
ist, so gibt es, wie wir gesehen haben, noch immer ein in der Umgebung 
von x =a holomorphes Integral der Differentialgleichung (48), das fir 
x =a den Wert 7, annimmt, denn dann ist 7, eben diejenige Wurzel der - 
determinierenden Fundamentalgleichung (22), deren reeller Teil nicht 
kleiner ist als der der anderen Wurzel. Ist 8 keine positive ganze Zahl 
und der reelle Teil von # positiv, so ist das allgemeine Integral von (50) 
nach positiven ganzen Potenzen von & und é* entwickelbar. Wir haben 
also den Satz: | 

Die Differentialgleichung (50), die aus (48) durch die 
Substitution (49) hervorgegangen ist, besitzt, wenn # keine 
positive ganze Zahl ist, ein und nur ein mit & zugleich ver- 
schwindendes und in der Umgebung von é=0 holomorphes 
Integral. 

Der besondere Charakter der Differentialgleichung (50) als Ric- 
catischer Gleichung gibt sich darin kund, daB das Aggregat [, 7], nur 
die erste und zweite Potenz von 7 enthalten kann. Der eben ausge- 
sprochene Satz gilt aber unabhingig von diesem Umstande, d. h.: 

Wenn in der Differentialgleichung (50) die rechte Seite 
eine beliebige in der Umgebung von é =0, 7 =0 konvergente 
gewohnliche Potenzreihe ohne konstantes Glied bedeutet, 
worin der Koeffizient 6 der ersten Potenz von 7 keine posi- 


Tg CAN 
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ERS er Yay 


45. Differentialgleichungen erster Ordnung. 189 


tive ganze Zahl ist, so besitzt diese Differentialgleichung 
ein und nur ein mit & gleichzeitig verschwindendes und in 
der Umgebung von €=0 holomorphes Integral. 
_ Der Beweis dieses von Briot und Bouquet herrithrenden Satzes 
ist AuBerst einfach. 

Setzen wir nadmlich 


Mm =6,6 + 6.6% + --- 
in die Differentialgleichung (50) ein, so ergibt sich 


By koeh = af +. B'E net 4 [EE One]. 
k=1, k=1 k=1 


Die Vergleichung der Koeffizienten der gleichhohen Potenzen von 
€ auf beiden Seiten dieser Gleichung liefert fiir k = 1: 
6: =a+fd,, =, 
und allgemein 
kde = Box + qx(O1, 62,..-, 0x1), 
WO g, eine ganze rationale Funktion der 6,, dg, ... , 6,1 bedeutet, deren 
Koeffizienten sich aus a, 6 und den Koeffizienten von [é, 7], ganz und 
rational zusammensetzen. 
Die Rekursionsformel 


Oy = PHO, eg or) (k=1, 2, ...;5)=0) 
hiefert stets endliche bestimmte Werte fiir die 6,;, da zufolge unserer Vor- 
aussetzung 6 keine positive ganze Zahl, also 

k—B +0 
ist. Um die Konvergenz der so formal hergestellten und die Differential- 
gleichung (50) befriedigenden Reihe zu erweisen, vergleichen wir die 6, 


‘mit den durch die Rekursionsformel 


nye = Bye + pelYr Yar +++) Yea) (E=1,2...3 79=0) 
definierten Groen y,. 

Diese y, sind, wie man sofort iibersieht, nichts anderes als die Koef- 
fizienten der nach positiven ganzen Potenzen von & fortschreitenden 
Entwicklung derjenigen Lésung der Gleichung 

nz =a& + 62+ [2], 
die fir € =0 verschwindet. Nach dem Satze von der: impliziten 
Funktion besitzt namlich eine Gleichung von der Form 
BE, 2) =0 ’ 
wo $(é, z) eine in der Umgebung von § = 0, z = 0 konvergente gewohn- 
liche Potenzreihe bedeutet, die kein konstantes Glied enthalt, stets eine 
und nur eine Lésung z, die in der Umgebung von = 0 holomorph ist 
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und fiir € = 0 verschwindet, vorausgesetzt, da der Koeffizient der ersten 
Potenz von z in $(&, z), d. h. 


sin OBE?) 
meus 


einen von Null verschiedenen Wert hat. Also konvergiert die Reihe 
a Vest 
k=1 


in der Umgebung von € = 0 jedenfalls, wenn 
n—B+0 
ist. 

Wenn nun der reelle Teil von f negativ ist, so nehmen wir n = 1; 
ist dagegen der reelle Teil von £ positiv, so wahlen wir n als diejenige be- 
stimmte positive ganze Zahl, fiir die der reelle Teil von n — 6 dem absoluten 
Betrage nach kleiner als}ist. Es sei f§ in seinen reellen und imaginaren 
Bestandteil zerlegt: 

B = Bi + Bot 5 


dann ist fir ein positives ganzzahliges A 


[n+ A— B|? =(n — B,)? + 2A(n — Bi) + + BB, 
also, da 
ist, 
M+ 2A(n — Bi) > 0, 
und folglich 
|jntA—fB|>|n—B|. (4=1,2,...) 
Wir haben also fir kSn 


px(o1, 2, Jb 3 Oz—1) 
ine Eek ee 


d.h. | 6, |< ||, und somit ist die Konvergenz der Reihe 
Ny = = Oné* 
k=1 


erwiesen. Es eriibrigt noch, den Beweis der Unitat zu liefern. 

Nehmen wir an, die Differentialgleichung (50) besai®e noch ein 
zweites fiir € =0 verschwindendes und in der Umgebung von & =0 
holomorphes Integral 


c= oy eng" ’ 
k=1 
dann folgte fiir die Differenz 
m—C=2 


aus 
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d 
eG = E+ Bu +l ne, 


ae 
ge = + BC+ Cle 
die Differentialgleichung 
: dz 

ge = Bet alné + me +--+). 
Nun 1a8t sich z in der Umgebung von x = a jedenfalls in der Form 

Z = Cmé™ + Cmoig™t! + --- 
darstellen, wo m eine positive ganze Zahl m= 1 bedeutet; dies in die 
Differentialgleichung fiir z eingesetzt, gabe 

Mms™ + (m + 1)Cmy1E™+1 +--+ = Bemé™ + ---, 
es mite folglich 
B = le, 


d.h. £6 eine positive ganze Zahl sein, wider die Voraussetzung. 

Wie Poincaré gezeigt hat +), gilt fiir die allgemeine Differential- 
gleichung (50) auch der Satz, da’ ihr allgemeines Integral in der Um- 
gebung von € =0 nach positiven ganzen Potenzen von & und & ent- 
wickelt werden kann, wenn # keine positive ganze Zahl und der reelle 
Teil von f positiv ist; wir geben den Beweis dieses Satzes hier nicht wieder, 
da es uns nur darauf ankam, zu zeigen, wie die Methoden, die fiir die Unter- 
suchung des Verhaltens der Integrale der Riccatischen Differential- 
gleichung in der Umgebung der singularen Stellen entwickelt worden sind, 
auf die Untersuchung der Integrale beliebiger Differentialgleichungen 
erster Ordnung in der Umgebung der festen singulaéren Stellen tiber- 
tragen werden kénnen. Wahrend aber, wie sich aus dem Folgenden er- 
geben wird, fiir die Riccatische Gleichung aus dem Verhalten der Inte- 
grale in der Umgebung der (festen) singularen Stellen, auf deren Verlauf 
in der ganzen Ebene der unabhangigen Variabeln geschlossen werden 
kann, ist dies fir die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung 
mit beweglichen Verzweigungspunkten nicht in derselben Weise méglich. 


46. Der Fuchssche Typus. 


Wir wollen nun, ahnlich wie in der Nr. 34 ftir eine Differentialglei- 
chung erster Ordnung, den Fall betrachten, wo die Lésungen des Systems 
(A) bez. einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in der ganzen 
Ebene, den unendlich fernen Punkt mit eingeschlossen, keinen Punkt 
der Unbestimmtheit besitzen, und beginnen mit der Untersuchung der 
Differentialgleichung zweiter Ordnung (3) (S. 160). 


*) H. P oincaré, Journal de l'Ecole polyt., Cah. 45, S. 13. 
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Es seien p(x), g(x) allenthalben eindeutige Funktionen von 
x. Dann miissen p(x), q(x) in der Umgebung eines jeden im endlichen ge- 
legenen singularen Punktes a die Form | 
fet. pled 
p(t) = em » A(z) = En — 5 } 
in der Umgebung des unendlich fernen Punktes die Form (38) (S.181) haben. 
Daraus folgt (vgl. den analogen Schlu8 in der Nr. 34), daB p(x), g(x) 
rationale Funktionen von x sei miissen, und daf die im endlichen ge- 
legenen singuléren Punkte (deren Anzahl o natiirlicherweise eine end- 
liche ist) a,, @),..., @ Pole erster Ordnung von p(x) und Pole zweiter 
Ordnung von g(x) sind. Aus der fiir « = oo geltenden Form (38) ergibt 
sich ferner, da® der Zahler von p(x) héchstens vom Grade o —1, der 
Zahler von g(x) héchstens vom Grade 20—2 sein darf; wir erhalten 
also fiir die Koeffizienten von (3) die Form: 


3 h 
Big, Wap) a Co ee 
IT (2 — ar) II (a — ax)? 
io k=1 
WO 44, d,.-.,4, samtlich voneinander verschieden, g(x), h(x) ganze 


rationale Funktionen, die erste héchstens vom (¢—1)ten, die zweite 
héchstens vom (20 — 2)ten Grade sind. 

Von einer Differentialgleichung (3), deren Koeffizienten rationale 
Funktionen von der Form (51) sind, oder was dasselbe heiBt, deren Inte- 
grale keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen, sagen wir, da8 sie zum 
Fuchsschen Typus gehore. Dieser Typus linearer Differentialgleichungen 
wurde namlich zuerst von Fuchs in seiner im 66. Bande des Crelleschen 
Journals verdffentlichten grundlegenden Abhandlung?!) charakterisiert 
und hat seitdem den Gegenstand der Untersuchungen von Fuchs selbst 
und vieler anderer Mathematiker gebildet. Die durch diese Untersu- 
chungen begriindeten Methoden haben zahlreiche wichtige Eigenschaften 
der Lésungen von Differentialgleichungen des Fuchsschen Typus ent- 
hillt, wir werden im folgenden einige derselben an dem Falle der Diffe- 
rentialgleichungen zweiter Ordnung und an einigen speziellen Fallen 
solcher Differentialgleichungen darJegen. Man bemerkt, da die in der 
Nr. 43 behandelten Beispiele 2. und 3. dem Fuchsschen Typus angehéren. 

Wir beginnen mit der Aufstellung einer Beziehung, die zwischen den 
Wurzeln der zu allen singularen Punkten der Differentialgleichung 

dtu, 23(e) dur h(a) 

52) dat w(ehde Uapen 8 
y(L) = (&— ay) (x ce Az)... (%&— as), 
gehorigen determinierenden Fundamentalgleichungen besteht. 


1) L. Fuchs, 1865, Werke I, 8. 1598, 
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Um die zu dem Punkte x =a, gehorige determinierende Funda- 
mentalgleichung aufzustellen, setzen wir die Differentialgleichung (52) 


x in der Umgebung von « = a in die Form (B) (S. 165), wir schreiben also 


Gay 1 |g) du Uae ete) 
G20 eG, yc) ) a Gap yee 
indem. offenbar 


(x — ax)?-u =0, 


() gy, He) 
pln) M+ yap 
in der Umgebung von x = a, holomorphe Funktionen sind. Wir haben 
dann die Werte dieser holomorphen Funktionen fiir « = a, zu bestimmen 


(entsprechend den Gréfen ¥, (0), %,(0) in der Nr. 42); sie ergeben sich 
sofort in der Form 


(a ae a)” 


LIC) Ri etoees Bile ACEO 
a Cyne yp’ (ae) (x) dy (a) 
lim LN) 5 (@ — ax)? = h(a) ¥ dx 
ra, (9 i w’ (ax) 


Die der Gleichung (22) (S.170) entsprechende Gleichung lautet dem- 
nach 


g (ax) 


Oe ai aes y' (a iM Onsts pe saul 


p' (ae)? 4 
und wenn wir ihre Wurzeln durch rj, ry: bezeichnen, ist 
g(x) 
(53) rea + re = — w' (ae) = 
Wir bringen ferner die es von (52) in der Umgebung 
von « =o auf die Form (38) 


g(x)’ A wtveg(n) h(a) A a Pah(a) 
wx) « «x- p(x)’ w(x)? ~ g2  g—2o w(x)? 
und setzen 
a} g(x) ae x2—29 hi x) ; 
pn ow(x) oe a eypnye, mee 


dann lautet die zu 2 = » gehorige determinierende Fundamentalgleichung 
e(o + 1)—de+ Pp —0. 
Bezeichnen wir ihre Wurzeln durch r,,, 7,29, 80 1st also 
(54) ee hp — de 
Nun ist in Partialbriiche zerlegt: 
g(z) _ & glae) 1 


ez) aay! (ae) ea? 


und folglich 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 13 
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a Lian ree. = yr 8(4%) 
zoo Y(%) par Yar) 
addieren wir also die Gleichungen (53) fir k =1,2,...,0 zu (54), so 


kommt 


S' (rit + ria) + rot + roe =o—1, 
3 


und dies ist die gedachte Beziehung, die man als die Fuchssche Re- 
lation zu bezeichnen pflegt. 

Fir Differentialsysteme (A) miissen wir uns damit begniigen, eine 
hinreichende Form dafiir anzugeben, daf ein solches System dem 
Fuchsschen Typus angehért. Wir erhalten diese, indem wir annehmen, 
da8 das System (A) in der Umgebung jeder der im Endlichen gelegenen 
singularen Stellen a,,...,@, und in der Umgebung von x = oo die kano- 
nische Form habe. Um die letztere Bedingung in Evidenz zu setzen, 


machen wir in (A) die Substitution 7 = a wodurch dieses System in 
(A”’) “ = — (yidiz + Y2 Ax) 2 (k=1, 2) 


iibergeht. Fiir dieses System ist € = 0 ein regularer Punkt, wenn die 
Produkte a,é&~° in seiner Umgebung holomorph sind, und das System 


hat in € =0 die kanonische Form, wenn die Produkte a; ~~ in é =0 
emen Pol erster Ordnung haben. Auf « = oo iibertragen finden wir also: 


1) Der unendlich ferne Punkt ist ein regularer Punkt des Systems © 


(A), wenn die Entwicklungen der a, in der Umgebung von x7 = © die 
Form haben 
a) a 


(55) dy, =—s + o@ +++: in inf. 


2) Das Differentialsystem (A) hat im Punkte z = oo die kanonische 
Form, wenn in der Umgebung dieses Punktes 
PEED a nae) 


(56) Oh + 3 ok +--+ in inf. 


Pe 
ist. 

Wenn im letzteren Falle (A) iiberdies fir 2 = oo die Normal- 
form hat, d. h. wenn dies fiir (A’’) bei € = 0 gilt, so hat eine Integral- 
matrix von (A) in der Umgebung von x = die Gestalt 


4 R(o+1) 
(57) (3) Bei 


wo die Elemente von ®,,, in der Umgebung von x = o holomorph sind 
und | ®,,,| fiir « = co einen von Null verschiedenen Wert besitzt. 


Sl heat 
, 
:) 
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Nehmen wir nunmehr noch die Bedingungen hinzu, daB (A) fiir die 
im Endlichen gelegenen singulaéren Punkte a,,.., a, die kanonische Form 
haben soll, so lautet also (A) 


ae ; d 

‘ (58) a rl Ge + Ye “waxy? (k=12) 
wo die g;, vermége der fiir die a;, geforderten Form (56) ganze rationale 
Funktionen von x bedeuten, deren Grad hochstens gleich o — 1 ist. Wir 

-nennen ein solches System ein schlechthin kanonisches. Der be- 
sondere Fall o = 1 ist uns schon als Cauchysches Differentialsystem 


begegnet. 
Denken wir uns die Koeffizienten von (58) in Partialbriiche zerlegt: 
(1) (0) 
Six(*) rik i Vie 
(59) i a SGA Se ar a ies t o \ae 


und nehmen wir weiter an, da8B unser System nicht nur fiir x = 0, 
sondern auch fiir jeden der im Endlichen gelegenen singu- 
laren Punkte die Normalform habe, dann sind (siehe Nr. 44) 
die zu den Punkten «=a, gehérigen Residuenmatrizen R® mit den 
determinierenden Matrizen ahnlich, wir haben also fiir eine Integral- 
matrix in der Umgebung von x = a, die Darstellung 


0} (x — ay)2@, , 
wo die Elemente von @, in der Umgebung von x =a, holomorph sind 


und |@,| fir xz =a, nicht verschwindet. 
Bedeuten nun r),...,r©) die Wurzeln der determinierenden 


Fundamentalgleichung 


| Re — Ir| =0 
fiir x = a,, wo wir der Einheitlichkeit zuliebe den unendlich fernen Punkt 
mit @,,, bezeichnen, so ist 


1) + rf) =r + 1 
und da sich durch Vergleichung von (56) mit (59) 
o+1 
Er +7) =0 
y=1 
ergibt, so haben wir fiir die Wurzeln aller determinierenden Funda- 
mentalgleichungen die Relation 


o+1 
E(? +7) =0, 
vai 


die als Ubertragung der Fuchsschen Relation auf Systeme anzu- 


sehen ist. 
13* 


a 


ase, 
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Das schlechthin kanonische System 
’ () (v) 
d g Te One ae 
Ye lk ar py” TEL ae (k=1, 2) 


Cs hart x — ay =i 0 — ay 


(58a) 


erscheint als unmittelbare Verallgemeinerung der Differentialgleichung (V) 
der Nr. 34. 


47. Das Integrationsproblem. Fundamentalsubstitutionen. 


Fir ein Differentialsystem bezw. eine Differentialgleichung zweiter 


Ordnung des Fuchsschen Typus sind wir in der Lage, in der Um- 


gebung jeder singulaéren Stelle die Entwicklungen einer Integralmatrix 
herzustellen; wir haben die Rechnung fiir eme Differentialgleichung 


- gweiter Ordnung in allen Einzelheiten durchgefiihrt, fiir kanonische Diffe- 


rentialsysteme wenigstens ihre Durchfiihrbarkeit gezeigt. Es fragt sich 
nun, was damit fiir das Integrationsproblem gewonnen ist. 

Die Aufgabe, ein Differentialsystem (A) des Fuchsschen Typus 
mit den singuléaren Punkten aj, d,..-., @, M41 = © ZU integrieren, wird 
als gelést zu betrachten sein, wenn wir etwa die durch ihre Anfangs- 


_awerte 6; in dem regularen Punkte «=, charakterisierte Integral- 


matrix 


— 


4 
yY={ (Adz +1) 
. A 

in einem beliebigen x-Punkte zu bestimmen vermégen, sofern noch der 
Weg angegebeiiwird, auf dem die Fortsetzung von 2 nach z hin erfolgen 
soll. me 

Denken wir uns wi? 1m Nr. 34 (vgl. Fig. 2, S. 4134) durch Legen der 
Seumiibe 40,05. oo D Aion. einfachzusammenhangende Flache 7 herge- 
stellt, so ist ein von 2, nach \~ hingelegter Weg in seiner Wirkung auf die 
Wertbestimmung der Integramatrix Y nur abhangig von der Reihen- 
folge und dem Sinne, in deren dieser Weg die Schnitte 1,,..., 1, iiber- 
schreitet. Bezeichnen wir rit }y die auf einem in T verlaufenden 
Wege s erstreckte Integralma trix: 


*D 
Yn == (8) { (Ade + 1)4), 
e 
so sind ihre Elemente in jeden® Punkte von 7 eindeutig bestimmt. Lassen 
wir nun # einen Umlauf w, ,4™ 4, vollziehen, der den Schnitt 1, einmal 
im positiven Sinne (Nr. 34) ; iberschreitet, so verwandelt sich )p in 
QYr, 


1) Wenn es der Deutlichkeik wegen erforderlich ist, wird der Integrations- 
weg dem Produktintegralzeichen in, Klammern vorgesetzt. 


t 
\ 
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wo 2,1) eine konstante Matrix mit nicht verschwindender Determinante 
bedeutet, die wir als die zu 1, gehorige Fundamentalsubstitution 
der Integralmatrix Y bezeichnen. Ein g-maliges Vollziehen des Umlaufs 
-w, liefert Q7Y 7, und wenn #, einmal im entgegengesetzten Sinne durch- 
laufen wird, geht Yip in Q>* Vp itber. Es sei nun S ein beliebiger Weg, 
von dem wir wissen, da’ er sich zusammensetzen laBt aus dem in 7 ver- 
laufenden Wege von x nach w und dann der Reihe nach aus den Um- 


laufen w,, g,-mal, wg, gg-mal, . . ., w, g, mal, wo a, B,..., A Zahlen der 
Reihe 1, 2,..., ound g,, gg, ..., g, positive oder negative ganze Zahlen be- 
deuten in dem Sinne, daS8 der Umlauf w, als — | g, |-mal beschrieben 


gilt, wenn er |g, |-mal im négativen Sinne vollzogen wird. Dann ist das - 
auf unserem Wege S erstreckte Produktintegral 


aaa 


(61) (8) [ "(Adz + 1) = 2% 2%... ORY nr, 
wobei aber jetzt die Reihenfolge der a, 6,..., 2 im allgemeinen wesentlich 
ist, so daf® also in der Zahlenfolge a, 6,..., A sehr wohl zwei nicht un- 


mittelbar benachbarte Zahlen einander gleich sein kénnen, ohne dak 
es gestattet ware, die beziiglichen Potenzen des betreffenden 2, mit- 
einander zu vereinigen. Nur in dem ganz speziellen Falle, wo die 2, 
miteinander vertauschbar sind, ist die Reihenfolge gleichgiiltig, wie das 
z. B. fiir eine Differentialgleichung erster Ordnung (Nr. 34) der Fall war. 

Wir denken uns nun einmal Y, in der Umgebung von w = wy nach 
Potenzen von x— 2) entwickelt: 

(62) Yr=.YO + YO(r2 —a) + YO(a—a)r+---=@; 
diese Entwicklung, deren Herstellung vermoge der Rekursionsformel sehr 
einfach ist, konvergiert gewif bis zu dem x) am nachsten gelegenen sin- 
guléren Punkte, es sei dieser a. Wir stellen uns dann die in der Umgebung 
von a giiltige Entwicklung einer Integralmatrix Hj, nach dem in der 
Nr. 42 fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung, in der Nr. 44 fir 
Systeme in der Normalform gelehrten Verfahren her, wobei zu bemerken 
ist, da& wir fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung als Integral- 
matrix die Elemente eines Fundamentalsystems w,,u, und ihre Ab- 


leitungen uw, U3, also 
e 2) ) 
Up U 


aufzufassen haben. Als Hj, hatten wir also in diesem Falle das zu a ge- 
horige kanonische Fundamentalsystem und seine Ableitungen zu wahlen. 
Die Roane Entwicklung hat dann die Form 


1) Wir schreiben 2, statt 2”): die Elemente dieser Matrix sollen mit ol’) 


bezeichnet werden. 
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(63) Hy = (a — ar)**@, , 
wo Ff,1) im Falle des Differentialsystems von der Normalform einfach 
die zu x = a, gehérige Residuenmatrix bedeutet, und die Elemente von 
@,, holomorph sind in einem Kreise mit dem Mittelpunkt a,, der bis zu dem 
a, am nachsten gelegenen singularen Punkte a, hin reicht; den in (sc—a,)*®* 
enthaltenen mehrdeutigen Potenzen und Logarithmen von x— a, legen 
wir innerhalb 7 ibre Hauptwerte (siehe Nr. 10) bei. Der Kon- 
vergenzkreis der Matrix ®, hat mit dem Konvergenzkreise der Matrix ® 
sicher ein Gebiet y gemein. In diesem Gebiete gilt die Relation 

(64) D = By(x — a)" @, , 
wo B,, eine konstante Matrix nicht verschwindender Determinante bedeutet. 
Die Elemente von B, kann man berechnen, indem man in (64) fiir x 
irgendeinen Wert x, des gemeinsamen Konvergenzgebietes y wahlt. Wenn 
die Reihen ® noch im Punkte a, selbst konvergieren, so ist es am be- 
quemsten *), diesen Punkt selbst als 2, zu wahlen, weil sich dann die 
Elemente von ®, auf ihre Anfangsglieder reduzieren °). 

Danach kénnen die B, als bekannt angesehen werden und wir haben 
demnach (vgl. Nr. 38) 

(65) O, ee Bren sen in Y 
Wir betrachten nunmehr die zu a, gehorige Integralmatrix 

My = (a — a)" @, ; 

der Konvergenzkreis der Elemente von @, reicht wieder bis zu dem a; 
am naéchsten gelegenen singulaéren Punkt a, und hat mit dem Konvergenz- 


1) Auch hier wird R; statt R(*) geschrieben. 

*) Fuchs, Crelles Journal Bd. 75 (1873), S. 177, Werke I, S. 361. 

*) In bezug auf die Konvergenz der Reihen # auf der Peripherie des Kon- 
vergenzkreises gilt der folgende Satz von L. W. Thome: Es mégen die singularen 
Stellen az, a7,..- auf dem Konvergenzkreise liegen, dann findet Konvergenz in jedem 
nicht singularen Punkte des Konvergenzkreises statt, wenn die reellen Teile der zu. 
dy, 4j,.-. gehdrigen Exponenten (Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichung) gréBer sind als —1; im singularen Punkte am selbst konvergieren die 
Reihen, wenn die reellen Teile der zu az gehérigen Exponenten positiv sind. Siehe 
Thome, Crelles Journal, Bd. 100 (1887), 8.167; Schlesinger, Handbuch der Theorie 
d. lin. Diffgl. I (1895), S. 228. Auf Grund des Fejérschen Satzes tiber die Sum- 
mierbarkeit der Fourierreihe einer stetigen Funktion durch die Ces aroschen arith- 
metischen Mittel (L. Fejér, Math. Annalen 58 [1904], 8.51, siehe z.B.G. Kowalewski, 
Differential- und Integralrechnung, 1909, 8. 284) kann man weiter zeigen, daB die 
Reihen @# fiir jeden regularen Punkt des Konvergenzkreises durch die arithmetischen 
Mittel der Partialsummen summierbar sind, wenn die reellen Teile der zu den 
dy, 42,... gehdrigen Exponenten groBer sind als —2, ebenso durch die zweiten. 
arithmetischen Mittel, wenn diese reellen Teile gréBer sind als —3 usw. 


ah 
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kreise von @, sicher ein Gebiet y’ gemein. Es ist dann in diesem Gebiete 
(66) (x — a,)** OD, = Bra(x — aj)" Oy 

und wir kénnen die Elemente der konstanten Matrix B,, (der sogenannten 
ee Ubergangssubstitution) wieder bestimmen, indem wir in (66) fir x 
_ eimen Punkt x, von y’ einsetzen. Konvergieren die Elemente von ®, - 
noch in a, so ist es wieder am bequemsten xv, =a, zu nehmen. Die 
_. Gleichungen (64) und (66) vermitteln die analytische Fortsetzung von 
a Yp, =@ in das Innere des Konvergenzkreises von ®,; wir erhalten 


Yor = Be- Bulz— a), , 


und daraus ergibt sich 
oh Nbr i ' 2nik) p—1 p—1 

is, 2, = By Bye "By By. - 

_ Man setzt dieses Verfahren fort, indem man nunmehr zu einem der sin- 

_ gularen Punkte iibergeht, die auf dem Konvergenzkreise von ®, liegen 

» usw. Dann kann es vorkommen, daf man auf diese Weise zu allen im 

_ Endlichen gelegenen singuléren Punkten ay, ds, ..., a, gelangt. Tritt dieser 

4 Fall ein, so hat man nur noch die in der Umgebung von x = « giiltigen 

a Entwicklungen 

; il Roi} 

<i € Po 41 


x 


heranzuziehen. Die Elemente von ®,,, konvergieren aufierhalb eines 
Kreises, der alle a,, @j,..., a, im Innern oder auf dem Rande enthalt; 
_ liegt etwa a, auf der Peripherie, so erhalt man durch Vermittlung die- 
ses Punktes eine Darstellung von 7 in der Form 


j 4\ Bo 
Vip ie Boss( Owe, , 


r 
wo B,,, eine konstante Matrix bedeutet, und bei einem positiven Umlauf 
um # = oo wird Yop mit der Matrix 
Qt ian Beane nota: 

von links her komponiert. Der Umlauf W,,, durchquert alle Schnitte 
l,,..-,l, und zwar im negativen Sinne; denken wir uns diese Quer- 
schnitte so gelegt (vgl. Fig. 2, S. 134), daB sie von W,,, in der ange- 
_ gebenen Reihenfolge getroffen werden, dann ist also 

(67) Qo41 em Orisa Choe Oss A 
und diese Beziehung erleichtert die Berechnung von 6,,,. 

Man hat auf diese Weise einerseits die Fortsetzung der durch die 
Reihen ® in der Umgebung von x = 2, definierten Integralmatrix Y,p 
tiber die ganze Flache 7 hin durchgefiihrt und andererseits die Funda- 
mentalsubstitutionen 2,,..., 2, hergestellt, so dai das Integrations- 
problem als gelést angesehen werden kann. 
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Es kénnte aber vorkommen, dafi bei besonderer Lagerung der 
Punkte a,,...,a, durch das geschilderte Verfahren nicht alle diese 
Punkte erreicht werden. Dann mui der Zusammenhang zwischen den 
erreichbaren und den nicht erreichbaren Punkten durch Zwischenschal- 
tung eines oder mehrerer nicht singularer Hilfspunkte hergestellt werden. 
Wir werden in der Nr. 55 das hier entwickelte Verfahren an dem ein- 
fachen Beispiele, wo im Endlichen zwei singulére Punkte vorhanden 
sind, wirklich durchfihren. 


48. Monodromiegruppe. Der Artbegriff. Fundamentallemma. 


Die Kenntnis der Fundamentalsubstitutionen Q,,..., 2, ermég- 
licht die Wertbestimmung der Integralmatrix Y, bei Fortsetzung auf 
einem beliebigen Wege S, wenn bekannt ist, in welcher Reihenfolge und 
in welchem Sinne S die Schnitte J,, 1,,...,1, tiberschreitet. Die Gesamt- 
heit aller konstanten Matrizen, mit denen sich Ym von links her kom- 
poniert, wenn man alle verschiedenen Wege S in Betracht zieht, ent- 
steht, indem man die 9,,....2, und ihre Inversen in allen denk- 
baren Kombinationen mit beliebiger Wiederholung komponiert. Diese 
Gesamtheit bildet eine Gruppe, da die Komposition irgend zweier 
Matrizen der Gesamtheit wieder zu einer Matrix dieser Gesamtheit 
fiihrt. Diese Gruppe heibt die Monodromiegruppe 2 der Integral- 
matrix };, man sagt, sie sel aus den Q,,..., Q, als Fundamental- 
substitutionen komponiert. Es ist nun leicht einzusehen, daB die Ma- 
trizen der Monodromiegruppe 2 eine abzaihlbare Menge bilden. In 
der Tat ist jede Matrix von Q in der Form 


(68) CEPOL SS Oh 
(siehe (61)) darstellbar. Wir ordnen dann die Matrizen 2 zunachst so, 
dafi wir alle diejenigen, fiir die | g,|+|gs|+---+]|g,| einen und 


denselben Wert hat, in eine Klasse zusammenfassen. In jeder Klasse 
befindet sich dann nur eine endliche Anzahl yon Matrizen. Durch 
Anordnung der Klassen nach den wachsenden Werten der Summe 
|g, | + |ge|+---+|g,| und Anordnen der Matrizen innerhalb einer 
jeden Klasse bekommen wir aber eine Anordnung aller Matrizen von Q. 

Geht man von der Integralmatrix Yp zu einer anderen Integral- 


matrix Y itiber, so ist 

Y=C-Yn, 
wo C eine konstante Matrix mit nicht verschwindender Determinante 
bedeutet. Die zu Y gehodrigen Fundamentalsubstitutionen sind dann 


2, =CO.C—s (v=1,2,..40) 
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und wenn tberhaupt Q, die Matrix ist, mit der sich Yp bei irgendeinem 
Umlauf W, von 2 von links her komponiert, so lautet die entsprechende 
Matrix fir Y: 
OC oc4- 

wir kénnen also sagen, daB die zu Y gehorige Monodromiegruppe 2 aus 
der zu Y m gehorigen, 2, durch Transformation mit der Matrix C ent- 
steht. Fir das Differentialsystem bzw. die Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist also die Monodromiegruppe nur abgesehen von einer will- 
kiirlichen transformierenden Matrix bestimmt. 

Ks liegt nun nahe, den fiir die Umgebung eines einzelnen singularen 
Punktes (im Kleinen) eingefiihrten Begriff der Kogredienz und Art auf 
die ganze Ebene (ins GroBe) zu tibertragen. Wir sagen, eine Matrix Z sei 
mit unserer Integralmatrix ) schlechthin kogredient, wenn beide 
Matrizen bei jedem Umlauf von x mit derselben konstanten Matrix 
von links her komponiert werden. Setzt man 


bie Zr. 
so sind die Elemente von G in der ganzen Ebene eindeutige Funktionen 
und aus der Derivationsformel (D) der Nr. 39 ergibt sich 


DZ = GD: VG DG" 


also, da Y eine Integralmatrix von (A), d. h. 


De 
ist, haben wir 
(69) Dirt = Bp 
wo 8 durch die Gleichung 
(70) B=G-1AG + D,G 
bestimmt ist. Wir sagen auch von den Differentialsystemen (A) und 
(B) we = Z1b1% + 2250, , (k=1, 2) 


daB sie kogredient seien. Wenn nun insbesondere auch die Elemente 
der Matrix Z keine Unbestimmtheitsstelle haben, so haben auch die 
eindeutigen Funktionen g,, diese Eigenschaft und sind folglich ratio- 
nale Funktionen von x. Das Differentialsystem (B), dem die 2, ge- 
niigen, gehort dann auch zum Fuchsschen Typus, wir. sagen, eS sel 
mit (A) schlechthin von derselben Art?) und iibertragen diese Ausdrucks- 
weise auch auf die Matrizen Z und Y selbst. Wir erhalten umgekehrt 
auch stets eine mit Y zu derselben Art gehérige Matrix, wenn wir YG 
bilden, wo G irgendeine Matrix rationaler Funktionen bedeutet. Im 
folgenden wollen wir uns aber stets die Voraussetzung hinzudenken, 


1) Dieser Artbegriff (espéce) geht auf Poincare zuriick, siehe Acta math. 5, 
1884, S. 209, Oeuvres II, S. 402, insbesondere S. 405. 
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daB die Determinante |G | nicht identisch verschwindet, 
dann sind die Beziehungen 

Via CEM oe Aer 
vollkommen gleichberechtigt und die Artbeziehung wird zu einer gegen- 
seitigen. 

Offenbar haben zwei Differentialsysteme (A), (B) des Fuchsschen 
Typus, die zu derselben Art gehéren, diejenigen singulaéren Stellen mit- 
einander gemein, in denen sich die Losungen verzweigen (wir nennen 
sie kurz ,, Verzweigungspunkte’). Dagegen kénnen die singularen Stellen, 
wo die Lésungen den Charakter rationaler Funktionen haben, verschieden 
sein. Es sind dies also einmal die auferwesentlich singularen 
Stellen, (in denen die Lésungen holomorph sind) und andererseits die- 
jenigen Singularitaéten, wo die Integrale Pole haben (wir nennen sie kurz 
Pole‘). . 

Von zwei Differentialsystemen derselben Art, die nicht nur dieselben 
Verzweigungspunkte, sondern auch dieselben Pole haben, sagen wir 
nach Riemann?), daw sie zu derselben Klasse gehéren. Differential- 
systeme derselben Klasse kénnen also nur noch verschiedene aufer- 
wesentlich singulare Punkte besitzen. Die verschiedenen Klassen einer 
Art unterscheiden sich durch die ihnen eigenttimlichen Pole. 

Wenn das Differentialsystem (A) Pole besitzt, so kann man diese 
durch Multiplikation von y,,y, mit einer geeigneten ganzen rationalen 
Funktion beseitigen; wir nennen die Klasse einer Art, die keine Pole auf- 
weist, die Hauptklasse. Man kann aber auch etwa auftretende auBer- 
wesentlich singulére Stellen beseitigen, indem man die Elemente der 
rationalen Matrix G, mit der von rechts her komponiert wird, so ein- 
richtet, daB |G | an den auBerwesentlich singuléren Stellen von so hoher 
Ordnung unendlich wird, wie die Determinante der Integralmatrix an 
diesen Stellen verschwindet. Weiter kann durch ein Verfahren, das dem 
in der Nr. 44 fiir die Umgebung einer Stelle dargelegten analog ist, er- 
reicht werden”), da& das von Polen und auberwesentlich singulaéren 
Stellen befreite Differentialsystem an jedem Verzweigungspunkte die 
Normalform besitzt. Man kann also von einem beliebigen Differential- 
system (A) des Fuchsschen Typus zu einem Differentialsystem (B) der- 
selben Art tibergehen, das 

1. keine polaren Singularitaéten besitzt, also zur Hauptklasse gehdrt, 

2. auch keine auBerwesentlich singulaéren Stellen aufweist und 


> 


3. im jedem Verzweigungspunkte die Normalform hat. 


1) B. Riemann, Werke (2. Aufl.) S. 379, Nr. XXI. 
*) Riemann, a.a. O., J. Plemelj, Monatshefte fiir Math. u. Phys., 19 (1908), 
S. 211. 
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Wenn das Differentialsystem (B) diese Eigenschaften hat, so ver- 
_wandelt es sich durch die Transformation 


Ue ¥4 Si 


wo C eine konstante Matrix mit nicht verschwindender Determinante 
_bedeutet, in ein Differentialsystem fiir V, das dieselben Eigenschaften 
 besitzt. Man kann diese Matrix C dazu henner um zu erreichen, dak 
die mit Z kogrediente Integralmatrix V in einem beliebig vorgeschriebe- 
nen regularen Punkte zp sich auf die Einheitsmatrix J reduziert. Es 


¥ 
gz sei dann 


(k=1, 2) 


~) eke ag za SEH 


wir behaupten, daB dieses System durch Angabe seiner deter- 
k minierenden Matrizen eindeutig bestimmt ist. 
In der Tat sei das Differentialsystem 


zit 7(v) ACHES 
“ oO Teves 0 Ress! 
dor re 1 (k=1, 2 


(C) 
; so beschaffen, 
4. daB es mit (C) zu derselben Klasse gehort, 


2. da® die Integralmatrix V, die sich fiir 2 =) auf die Hinheits- 
matrix reduziert, mit V kogredient sei, 

3. daB fiir jeden der Verzweigungspunkte aj, @,,...,a,, 00 die 
determinierenden Matrizen von (C) und (C), d.h. also die kano- 
nischen Formen der Residuenmatrizen R) RO =1,2,...,0-+1) 
iibereinstimmen, also die R’) mit den R®) ahnlich sind. 

“Dann ist jedenfalls 


Vey Gs 
_wo G eine Matrix rationaler Funktionen bedeutet. Fiir jeden Punkt 
x2=a,(vy=1,2,...,60+1)1) lautet die zugehdrige Integralmatrix von 


(C) bzw. (C) 

(x — a,)2 @, baw. (x — a,)®” @,, 

wo die Elemente von ®, und @, in der Umgebung von z =a, holomorph, 
| ©, |, | ®,| in z =a, von Null verschieden sind, und wo ferner nach 3. 


ewan AE « : 1 
1) Fiir a¢41= © ist in tiblicher Weise x—a 14, als 7m deuten. 
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konstante Matrizen 1? mit nicht verschwindender Determinante existie- 
ren, fiir die ‘ 

(71) RY) = LPOROTO) 
ist. Man hat dann 

V = Ba — a, ®O,, V=B ir — a,)R” @, , 
wo B, und B, konstante Matrizen mit nicht verschwindender Deter- 
minante bedeuten. Da nun V und V kogredient sein sollten, ist 
B, e2nik™ Bo WE B, 20k) BI ; 

also nach (71) 

(72) BVO e2rRO TOBY" = B,e@eik) Bo 


Es ergibt sich also 
G=VAV SOM (ed) ROBB, Pea a Rr ae 


und da nach (72) die Matrix Bab ae) mit e272  aiso auch -mit 
(x —a)® vertauschbar ist, so haben wir 
G=@,'B,'BO©,. 

Da | @, | fiir « =a, nicht verschwindet, sind die Elemente von @* in 
der Umgebung von x = a, holomorph; das gleiche gilt also fiir die Ele- 
mente von G. Also sind die Elemente von G in der Umgebung aller Punkte 
@y, Ay, ---, 4%, © holomorph. Die rationalen Funktionen g,, kénnen aber 
auch an keiner regularen Stelle x des Differentialsystems einen Pol haben, 
denn an einer solchen Stelle ist die Determinante |V| von Null ver- 
schieden, also sind die Elemente von V~—' holomorph, also auch die Ele- 
mente von G—YV 'tV. Rationale Funktionen, die allenthalben holo- 
morph sind, kénnen aber nur Konstanten sein. Also ist G eine konstante 
Matrix, und da fiir « =a) sowohl V als auch V sich auf J reduzieren, 
ist G = J, d.h. V ist mit V identisch. Wir haben also den folgenden 
Satz, den wir als das Fundamentallemma bezeichnen wollen: . 

Das schlechthin kanonische Differentialsystem (C), das 
keinen auferwesentlich singuléaren Punkt besitzt und fiir 
jede singulare Stelle die Normalform hat, fiir das sich iiber- 
dies diejenige Integralmatrix V, die sich fiir =z auf die 


Hinheitsmatrix J reduziert, an den Schnitten l,,...,1, mit 
den Fundamentalsubstitutionen 2,,...,Q2, komponiert, ist 
durch Angabe der zu den singuléren Punkten a,...,a,, 0 


gehorigen determinierenden Matrizen eindeutig bestimmt. 


i <p Sees ox eo 
j - 4 \ i 
5 ae 


2 
7: 
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49. Konstantenzihlungen. Riemannsche Differentialsysteme. 


Auf Grund. des»Fundamentallemmas kénnen wir die Koeffizienten 
des Differentialsystems (C), d. h. genauer die singularen Punkte ay, da,---, 4, 
und die Residuenmatrizen R”) als charakteristische Invarianten der 
_ Art auffassen, die durch jenes Differentialsystem bestimmt ist. Und 
_ zwar lassen sich diese Invarianten aus den Koeffizienten irgendeines 
_ Differentialsystems der Art algebraisch herstellen. Demgegeniiber haben 
- wir in der Monodromiegruppe oder in dem System der Fundamental- 
_ substitutionen @,,..., @, Invarianten der Art, die, allgemein zu reden, 
_ von den Koeffizienten eines Differentialsystems der Art in transzen- 
_ denter Weise abhangen. Wir werden spater die Natur dieser Abhangig- 
' keit im allgemeinsten Falle noch genauer zu ergriinden suchen, vorerst 
_ wollen wir einen wichtigen und einfachen Spezialfall behandeln, in dem 
_ die Herstellung der Monodromiegruppe mit Hilfe von elementaren Trans- 
 zendenten gelingt. 
Die Fundamentalsubstitution §2, stellt sich (Nr. 47) fiir die Inte- 
gralmatrix V in der Form dar: 


(73) So B, 2k DB! ; 
wenn in der Umgebung von 2 = a, 
V=B,(x— a, ROD, (v=1,2,...,0) 


ist, wo B, eine konstante, ®, eine in dieser Umgebung holomorphe Matrix 


bedeutet. Es ist also 2“® die kanonische Form der Fundamental- 
substitution 2, und diese kann demnach aus der Residuenmatrix R@ 
mit Hilfe von elementaren Transzendenten gewonnen werden. Zu den 


Formeln (73) tritt noch fiir z = o 


ROO+1) p—1 
Dee Ber ss Beas ) 


wo zwischen den 2,,..-, §2,, 2,41 die Beziehung (67) (Nr. 47) und 
zwischen den R®,..., RO, R&+) die Beziehung 

(74) — Ret!) = RO +.---+ RO 
besteht. Nun enthalten die ines «he gy Qari uecanzeny (0 -|-) 1) 


Elemente, zwischen denen aber vermoge (67) vier Gleichungen bestehen, 
so daB noch 40 GroéBen iibrig bleiben. Durch Ubergang zu einer anderen 
Integralmatrix 
ay, 

verwandelt sich (siehe Nr. 48) jedes Q, in C2,C~'; man kann die kon- 
stante Matrix C nun dazu benutzen, um tiber drei von jenen 40 Groen 
nach Belieben zu verfiigen. Es bleiben also 40—3 wesentliche Kon- 
stanten in den Q,,..., Qo. Die kanonische Form einer Matrix Q, ent- 
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halt zwei Gré8en; durch die kanonischen Formen der §2,,.-.-, Q,, Qo41 
kennen wir also 2(0-++1) Groen, zwischen denen aber vermége (67) — 
oder (74) noch eine Relation besteht, so da8 20+ 1 bekannte Gréfen | 
iibrig bleiben. Die beiden Zahlen 40 —3 und 20+ 1 stimmen fiir o=2 — 
iiberein, wir werden also vermuten kénnen, daB fiir den Fall von zwei — 
im Endlichen gelegenen singularen Punkten a,, a, die Bestimmung der 
Fundamentalsubstitutionen durch die kanonischen Formen von 2,, 25, 
Qs, moglich sein wird. Diese Bestimmung wiirde also dann durch elemen- 
tare Transzendenten aus den Koeffizienten der Differentialgleichung, naém- 
lich den determinierenden Matrizen erfolgen. 

Wir werden so dazu gefiihrt, den Fall o = 2 genauer zu untersuchen 
und betrachten also das Differentialsystem 


) (2) (1) (2) 3 
dy ( ay Tk ) ( Tok ToK 
AeA URS ia : a (k=1,2) 
(E) ax Y £ ay aE z ag =f Y2 x ay ae x a.) 


das wir als Riemannsches bezeichnen wollen. Es enthalt auSer den 
@,, 4, die wir als fest ansehen wollen, noch die acht konstanten Para- 
meter 7, r®). Es sei Y eine Integralmatrix von (E) und C eine kon- — 
stante Matrix mit nichtverschwindender Determinante. Setzen wir 
(75) YG) Sah Gio 
so ist nach der Derivationsformel (D) der Nr. 39 (S. 157) 
Did On De Y, Cet 


also befriedigt Z, wenn 
(76) CRMOC= SY, CR@C—! = Se) 
gesetzt wird, das Differentialsystem 


1) (2) (1) (2) 
AZ. ( sty Six ) ( Soe Sox ) 
‘ — = ~ ei wet a k=1,2 
(E") dx 74 Seay amar aaap age: ee ge acs , 


Aus (76) folgt, da8 die determinierenden Matrizen bei den singulaéren | 
Punkten a, @,, co fiir die beiden Systeme (E), (E’) iibereinstimmen — 
und nach (75) sind die beiden Matrizen Y und Z kogredient. Wir kénnen 
nun C so einrichten, da (E’) eine moéglichst einfache Gestalt annimmt, 
d.h. da®B die Anzahl der konstanten Parameter nach Méglichkeit ver- 
ringert wird. Es ist 


1 1 2 
sie re ee TAGE fe Se aa Cy 


wo die Summen iiber ae Werte 4, u = 1, 2. zu nehmen sind und ¢, 
die Elemente von C—! bedeuten, also 


Cc —¢ 0 c 
Giver V4 r 12 ’ 21 Pap etre Nh ak: 
Cy oe Cg = es Coa yee C22 = iy A = C44 Cog — Cy2Coq - 


Wir bestimmen nun die c¢;, so, da8 
(77) s) =0, sa =0 


5 


IT IE is Tate nity oh a 
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F 
Cy Cop 


ist, was je eine quadratische Gleichung fiir die Verhaltnisse “?, 


liefert. Da 

Ci 
ia a is ce i) Cn 
Co Coo) 0 Cap} \ Cox 4 


C29 


| 


ist, so haben wir jetzt noch c,,, C9. zur Verfiigung, d. h. wir konnen noch 


2, mit dem Faktor c,, und z, mit dem Faktor c,, multiplizieren. Dadurch 


(2) (2) 22 (1) 11 


‘ 3 3 1)* & 
verwandelt sich sy3 in sj : und s$) in sf a wir sehen also, daf nur 
22 


' 11 
das Produkt s@ -s® dieser beiden Gr6o8en als wesentlicher Para- 
meter anzusehen ist. Bezeichnen ,wir mit A,, 41; 9, 2 die Wurzeln der 
ZU 4), a, gehorigen determinierenden Fundamentalgleichungen der Systeme 
(E) und (E’), so ist wegen (77) 
Ma, Mam, Pah, DM =ry. 

Setzen wir noch s@ = »,, s() = v2, so lautet das System (E’) in seiner ver- 
einfachten Form: 

dz, | Ay Ae Vp 
Pei gio rae re si ee 


dg gil My Me 
ee ee 


La, L—a 


(E’) . 


und die zu x,= © gehorige determinierende Gleichung heibt 
(Ay Ag te) (Ma + Me +7) — 4%, = 9, 

ihre Wurzeln A3, wz geniigen also den Gleichungen 

(78) Ay + Ag + Pa + fa + Ag + ps =9, 

(79) (Ay + A) (Ma + Ma) — M122 = Ass » 
deren erste die Fuchssche Relation ist. Durch die zweite Gleichung 
bestimmt sich »,-¥,; da, wie oben bemerkt wurde, nur dieses Produkt 
als wesentliche Konstante zu gelten hat, so enthalt (E’) nur noch finf 
Parameter, und wir kénnen sagen, da® die Koeffizienten des Differential- 
systems (E’) durch die Wurzeln der determinierenden Fundamental- 
gleichungen A,, 3 42, M2; Ag, 3, Zwischen denen noch die Fuchssche 
Relation (78) besteht, vollkommen festgelegt sind. Jedes Rie- 
mannsche Differentialsystem (E), dessen determinierende Fundamental- 
gleichungen die Wurzeln A,, 4; Ao, Me; As, 3 haben, geht durch eine 
Transformation von der Form Y = ZC, also 
Yy = 24011 1 20Cy , 
Yn = 2 Cz 1 22 Coe 
aus (E’) hervor. Ein Riemannsches System ist also, abge- 


(80) 
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sehen von einer linearen Transformation der Form (80), 
durch Angabe der singularen Punkte a,,a,, 0 und der zuge- 
hérigen Wurzeln der determinierenden Fundamentalglei- 
chungen vollkommen bestimmt'). Da fiir alle diese Differential- 
systeme die Monodromiegruppe dieselbe ist, so ist auch diese, d.h. es 
sind die Fundamentalsubstitutionen 22,, 2,, 2, durch die Wurzeln der 
determinierenden pais aaa bestimmt. Wir werden die 
wirkliche Berechnung der 2,, $2,,2, im nachsten Kapitel durchfihren. 
Man erkennt tibrigens aus dieser Bemerkung, wie der oben ausgesprochene 
Satz sich dem Fundamentallemma unterordnet. 


50. Vereinfachung des Riemannschen Differentialsystems. 
GauBsche Differentialgleichung. 


Wir fiihren durch die Gleichungen 
2y = Uy (x — a,)¥1(4 — ag)’, 
ee) 2g == Ug(% — A,)#3(% — ay)’s 


in (E’) neue Unbekannte ein; dann verwandelt sich (E’) in 


du 
| — ay) an = Oily + VQUe, 
(E”) 


du 
|i — Gy) a = VyUy + O2Uy , 
WO 01 = 4 — May 02 = Ma — Aq gesetzt wurde. Fiir (H’’) sind die Wurzeln 
der determinierenden Fundamentalgleichungen: 0,9, fiir x =a,; 0, @2 


fiir 2 =a, und die zu x = © gehorige determinierende Fundamental- 
gleichung lautet 


r+ (01 + @2)r + 0102 — 1% =O. 
Wir bezeichnen ihre Wurzeln mit a, f, so daB also 
LO, +a = iO>. 
ie. pees 
ist. Wir erinnern daran, da in (E’’) nur die drei wesentlichen Kon- 
stanten g,,Q, und ¥,-7, vorkommen. Indem man in (E’’) an Stelle von 


ae . ~— a 
x die neue unabhangige Verdnderliche ~——+ 
4) Sear ae 
nach 0 und ad, nach 1 verlegen; das so entstehende System 
du, a 
Dee = OU YoU 
i Ree a2, 


einfihrt, kann man a, 


(F) 
du 
(Vineet) a = VU, + O2Ue 


1) Riera 1857, Werke (2. Aufl. 1892), S. 67 ff. 


we Us eliminiert, erhalt man aie Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
~ (88) a(x — 1) uy’ =[(e, + @2—1)2—0, + Ajuy+ (04%. — 0,02) Uy, 
Pos) tt dug = [(e, + @g— 1) "%—e,] uy + (aM — 0102)Up , 
die aah von der Form 


ES) a(t —2) 9 De ty a 1) 2) S" — apu 0 


a wo sich a, B durch (82) bestimmen, wibrend fir (83) y =1 os 
und fiir (84) y =— oe, zu nehmen ist. Man nennt diese bertihmte Diffe- 

a _ rentialgleichung gemeinhin die GauBsche, sie ist aber schon von Euler) 
cat aufgestellt und untersucht worden. 


a Hanh: An diese Differentialgleichung kniipfen wir unsere weiteren Be- 
Rit" trachtungen. 

ae +) C. F. GauB, Disquisitiones circa seriem inf. etc. 1812, Werke UI, S. 123. 
Tae 4) a. a. 0. ; 

7 e Pr) Lweulen, Specimen transformationis singularis serierum (Nr. 710 des 
_ Enestr6mschen Index), Nova Acta Petropolitana XII (1801), datiert vom 3. 9. 1778; 
:  vgi. auch Inst. calc. integralis II, Sect. 1, cap. VIII, prob]. 123, Opera, Series I, 
vol. XII, S. 182. Weitere Literaturangaben Aes in der nachsten Nummer. 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 14 


Indem man die Gleichungen (F) nach x differentiient und dann uy 


i 
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Siebentes Kapitel. 
Die GauBsche Differentialgleichung. 


51. Aufstellung des kanonischen Fundamentalsystems fiir den 
Nullpunkt. 


Wir stellen uns die Aufgabe, die Gau8sche Differentialgleichung (G) 
im Sinne der Nr. 47 zu integrieren, und beginnen damit, daB wir zu- 
nachst das zu « = 0 gehorige kanonische Fundamentalsystem aufstellen. 

Um die Differentialgleichung auf die Normalform zu bringen, hatten 
wir die linke Seite mit x zu multiplizieren und durch 1 — x zu dividieren; 
das letztere wollen wir aber, abnlich wie wir es schon in dem Beispiel 2, 
der Nr. 43 getan haben, unterlassen, da sich dadurch die Rechnung kom- 
plizieren wirde; wir setzen also 


d*u du 
(1) D(u) = (1 — x) Te taly—(a+ p+ 1)a] 7. — abou = 08 
dann lautet die charakteristische Funktion 
D(xe) = xe [(1 — x) e(e —1) + e(y — (a + B + 1) x) — ofa] = xef(z, 0) | 
Ordnen wir f(x, 9) nach Potenzen von 2, 
fle, e) = Zhe) © 
= oo —1) + op rl — ele 1) ofa ae 8 od) a te 


foe) = o(e —1) + ve, 
fi(e) == e@— 4) — 6a =p Al) abe 
f(@) =0. (v=2, 3,...) 
Die determinierende Fundamentalgleichung lautet | 
o(o—1)+ ye =0, 
ibre beiden Wurzeln sind also 
0, 1=—'ys 


Es sei r eine dieser Wurzeln, dann lautet die Rekursionsformel fiir 
die Koeffizienten der der Differentialgleichung geniigenden Reihe ‘ 


so ist 


(2 


~~ 
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oa 
a ete Cy fs. 
y= ; 


nach den Formeln der Nr. 42 und mit Riicksicht auf die gefundenen Aus- 
driicke fiir die f,(0) einfach 
vyafi(r7 + v—1)+ afo(r + v) =0. (V=1,2,.-) 
Hieraus folgt 
fe see ee lets a Pe ee 


Grin (7+ (7 + ¥—1) + (r+ r)y 
POS OAS reer Ged) 
ye Rg te ee ce eae 
also ergibt sich, da 


Cy a Cy Cy—1 Cy 

ETRE Ey Siete 
3 iter Oe ANG aa t= 2) 2-8 (7 ta)(r+B-+y—1)(r+p-+y—2).. ‘(7+B) 
f (7+ y)(r+y—4)---(r+1)r7ty+tye—lir+y+y—2):--(r+y) _ 


wo ¢y eine noch willkiirliche, aber von Null verschiedene Konstante be- 
deutet. 

Wir setzen vorlaufig voraus, da’ die Differenz der Wurzeln der 
determinierenden Fundamentalgleichung, also 1— y, weder Null noch 
eine ganze Zahl sei. 

Nehmen wir dann zuvorderst r = 0 und wiahlen c, = 1, so ist 


ala -+1)- ee gern 


COU Ce Sait gaav Camara ary Bry ml 
- das zum Exponenten 0 gehérige Integral lautet also in der Umgebung 
von + =0: 
a-B  olat+1)pb+4) . | 
a te yoke tea ae sk 
Man bezeichnet nach GauB diese Reihe durch 
F(a, B, y, ©) 


und nennt sie die Gau&sche oder hypergeometrische Reihe. Sie 
findet sich schon bei Euler?) und Joh. Friedr. Pfaff?) u. z. als Lésung 
der Differentialgleichung (G); Gau8 hat sie in einer 1812 verdffent- 
lichten Abhandlung *) losgelést von der Differentialgleichung untersucht, 
namentlich ihre Konvergenz gepriift und auch die Art ihrer Abhangigkeit 
von den a, f, y, die er das erste, zweite, dritte Element der Reihe nennt*), 
in den Kreis seiner Betrachtungen gezogen. Nach GauB8 hat sich 


ya a. O. 
2) J. Fr. Pfaff, Disquisitiones analyticae, Helmstadii 1797. 
3) C. F. GauB, Werke Bd. III (1866), S. 123ff. 
4) x wird als das vierte Element bezeichnet. 
14* 


= Gas 
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Kummer?) mit der gedachten Reihe beschaftigt, indem er die Diffe- 
rentialgleichung (G) zum Ausgangspunkte nahm. Auf die Differential- 
gleichung ist Gauf in einer erst aus seinem Nachlasse herausgegebenen 
Fortsetzung #) seiner erwahnten Abhandlung eingegangen. Von neueren 
Bearbeitungen der Gaufschen Differentialgleichung sind auSer der 
bereits genannten Abhandlung Riemanns und der Fuchsschen Ab- 
handlung im 66. Bande von Crelles Journal, wo die daselbst entwickelten 
Prinzipien der allgemeinen Theorie der linearen Differentialgleichungen 
auf die Differentialgleichung (G) als Beispiel angewandt werden, zu nennen 
eine ausfiihrliche Monographie von Goursat*) und die Darstellungen 
bei Camille Jordan‘), Picard*), Koenigsberger *), ferner sei auf 
die einschlagigen Abschnitte des ,,Handbuchs der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen‘‘ verwiesen, wo auch die tbrige Literatur ange- 
geben ist. 

Um das zweite Element des zu x = 0 gehérigen kanonischen Fun- 
damentalsystems aufzustellen, nehmen wir r = 1— y und wieder c)=1. 
Es ergibt sich dann 


(a— y+ 4)(a—y-+2)--- (a ppb ay HB — 942) (B—y 2) 


ie (2— y)(B—y)---(w~t1—y)1-2---» 
wir sehen, dafi dieser Ausdruck aus dem vorhin fiir r = 0 gefundenen da- 
durch hervorgeht, da8 an Stelle von 


a, By. y 
CRA RCT nm kw eo klum 
gesetzt werden. Das gesuchte zweite Element hat also in der Umgebung 
von x =0 die Form 
Ugg = X71 Fia—y+ti, B—y+i1, 2—y,2). 
Wir wenden uns nun zur Erledigung der Ausnahmefalle, wo i— y 
gleich Null oder einer ganzen Zahl ist. 


52. Erledigung der Ausnahmefalle. 
Es sei zunachst 1— y eine negative ganze Zahl: 
fa ee RES eee 


*) E. E. Kummer, Programm, Liegnitz 1834; Orelles Journal Bd, 15 (1836), 
S. 39 ff. 
*) CG F. GauB8, Werke Bad. III, S. 207. 

8) E. Goursat, Pariser Thése (1882), Annales de l’Ecole Normale, Serie II, 
Bd. 10, Suppl. 

*) C. Jordan, Cours d’Analyse (2. éd.) IIT (1896), S. 220. 

°) E. Picard, Traité d’Analyse III (1896), S. 291. 

*) L. Koenigsberger, Lehrbuch ete., 8. 479, 


OR 2 coin a omer ORME EERO a ac 
“4 Le ley eke ee : Pan J 
i hy r , ‘v F an y 


i 


52. Erledigung der Ausnahmefille. AEP AIS: 


iw) 


dann ist r =0 diejenige Wurzel der determinierenden Fundamental-— 


gleichung, deren reeller Teil gr6f8er ist als der der anderen, so daf also das 
zu r = 0 gehorige Integral 

Uy = F(a, B, Y) x) 
bestehen bleibt. Das zweite Integral wird allgemein zu reden einen Loga- 
rithmus enthalten, dieser kann aber auch fehlen. Nehmen wir in (2) 
: r=1— V\ 33 ho 
so enthalt der Nenner von c, fiir y > g den verschwindenden Faktor r+ g; 
dieser Faktor hebt sich aber weg, wenn a oder f gleich einer der Zahlen 

Pei. 8 


‘ist. Das Integral wo. behalt also fiir; 


Wee ear Bo Oy pias fe D2 eno 
einen Sinn, wenn wir tibereinkommen, in jedem Koeffizienten der Reihe 
EO itp ks Pept at Wy oy, a) 
im Zahler und Nenner die verschwindenden Terme wegzulassen. Damit 


ist der Fall erledigt, wo fiir 1— y = —g auch das zweite Integral von 


Logarithmen frei ist. 

Wir wenden uns nun zur Aufstellung des zweiten Integrals in dem 
Falle, wo g eine positive ganze Zahl oder Null ist und keine der GréBen 
a, 6 mit einer der Zahlen 4, 2,...,g ibereinstimmt ‘). 

Die GroBe c,, wie sie durch die Gleichung (2) gegeben ist, befriedigt 
die Rekursionsformel 

(3) gafilr+yv—i1)+af(r + v) =0; (v=1,2,..-) 
wir nehmen vorlaufig c, willkiirlich und r unbestimmt, um dies hervor- 
treten zu lassen, bezeichnen wir den Ausdruck (2) statt durch c, durch c,(r) 
und setzen die mit diesen Ausdriicken als Koeffizienten gebildete Reihe 


¥o(r) art’ = u(z, r) 


y=0 


ganz formal in die linke Seite der Differentialgleichung ein: 


D(u(z, r)) = Eo(r) Dart”) = B olryartelfolr + ») + aftr + »)] 


= cg(r)atfolr) + Sartefe(rifolr + ») + earl + »—1)), 


also ist, da zufolge der Gleichung (3) die'Summe auf der rechten Seite 
verschwindet : 

(4) D(u(x,r)) = Co(r)x*fol(r) - 

Wir wenden nun auf diese Identitaét ein Verfahren an, das auf 
d’Alembert zuriickgeht, der es fiir die lineare Differentialgleichung mit 


1) Vel. G. Frobenius, Crelles Journal Bd. 76 (1873), 8. 214ff.; L. Heffter, 
Einleitung ete., S. 227ff.; E. Goursat, a.a. 0, 
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konstanten Koeffizienten angegeben hat), indem wir gleich bemerken, da8 
die im folgenden rein formal auszufiihrenden Differentiations- und Sub- 
stitutionsprozesse zu Ausdricken fiihren werden, deren Konvergenz aus 
unseren allgemeinen Satzen a posteriori folgt. 

Wir wahlen das noch willkiirliche c)(r) in folgender Weise: 


railireeiealulamy. bon Garis ho). 2}. 
rer pe uw mete ee) 


bolt) hare 


und setzen 
g(r) = (rid) Se its Oy el) a) eA rth te a Re 
Te lead ai Ee Ar cial an oat ho =e 
Co(7) cam as 
dann ist offenbar 

Cot v(7) = Cg+y(7)eo(r) = ey(7 + g) (v=0,1,2,-.-) 


und folglich 


W(a; Tr) = 1¢)(7) a" Y o(r)a + Dy Cyr yey 
yv=0 VO tw 


g oa 
= C(r)arid otra + Solr - gyartyrs. 
y=0 y=1 
Nun ist 
TOU) are occas ae My name eoh ace Jes 
die rechte Seite der Identitat (4) enthalt demnach, wenn wir fiir c,(7)} 
den angegebenen Ausdruck einsetzen, den Faktor (r + g)?; es verschwindet 


folglich fir r =—g nicht nur diese rechte Seite selbst, sondern auch 
ihre partielle Ableitung nach 7, d.h. es ist rein formal 


Ou(a, r) 
Nun ergibt sich durch gliedweise Differentiation nach r 
Ou(az, r) 
ae 


+ a? co(r) SP olrye + at x (r+ g)arts, 
y=0 yool 


= u(x, r) logx + axrcy(r) SF h(rje” 
y=0 


wo die Akzente Ableitungen nach 7 bedeuten. Fir r = — g, wofir zufolge 
der getroffenen Dispositionen alles endlich bleibt, ist aber 


fo a) 


u(“z,—g) = es CaW spor ba es Bo,(0)e" = F(a, B, y, x); 


= 
setzen wir ferner 


Col(— 8) <at-7 + ey (— g)a®—7 4 +++ + ty -2(— BYE ie Cana cen 
=F 2 oO) a a F(a, 1 Y) x) ’ 


1) J. d’Alembert, Mémoires de l'Académie de Berlin, 1748, S. 2884. 
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so folgt 


[Ou(a, r) 
or ee Fy (a, B, Y) %) + F(a, ip Y) x) logs ’ 


und dies ist die explizite Form des zweiten Integrals ug,. Die Konvergenz 


der Reihe F(a, B, y, ©) ist nach den allgemeinen Erérterungen der Nr. 42 


als gesichert anzusehen. Die Koeffizienten von F,(a, B, y, x) lauten:— 


co(— g) = lim(r + g)—1e(r) 
t>—g 


re rey (ye= 1) My — 2)! 
(Ore ta coe Vent (Bee ok) 3 2 (ioe eg 
} 4 1 1 4 
(0) = 6(0)|5 + a 4 gti ey = tol 8 BOS ae 
: 4 Neat Lateaee 4 4 
Roe we ee pe yay ee Le eae 


Fir g=0 ist F,(a, 6, y, x) eine nach positiven ganzen Potenzen von 


x fortschreitende Reihe. 

Es bleibt nunmehr noch der Fall, wo 1— y eine positive ganze 
Zahl: 

; 1—y=h 
ist. Dieser Fall laBt sich auf den eben behandelten zuriickfihren, indem 
man in die Differentialgleichung 
ea 
einsetzt.  gentgt dann einer GauBschen Differentialgleichung, worin 
an die Stelle von 
teas (tek ae og 
pet at Aiea OMe Ree A 

getreten sind. Die Differenz der Wurzeln der zu x = 0 gehorigen deter- 
minierenden Fundamentalgleichung ist jetzt »y—1—-—Ah, also eine 
negative ganze Zahl.. Wenden wir die vorhin erlangten Resultate auf die 
Differentialgleichung fiir ¢ an und ibertragen sie dann auf u, so ergibt 
sich: 

Wenn a+ 1— y oder 8 + 1— y mit einer der Zahlen 1, 2,..., h, 
also qa oder 6 mit einer der Zahlen 

WA ed ae Pie Org oc eal 
tibereinstimmt, so bleiben die beiden Integrale 
F(a, p, Y; X), ae Sr Mo He a a ee ee ai ak ta) 

bestehen, falls man tibereinkommt, im Zahler und Nenner jedes Koeffi- 


zienten von F(a, f, y,x) die verschwindenden Terme wegzulassen. In 
jedem anderen Falle bleibt das Integral 


Upp = 2'-7v¥F(at+1—y, B+1—y, 2—y,2) 
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bestehen und an die Stelle von F(a, 6, y, x) tritt: 
Uy, =v 7[Fy(ati—y, B+1—y, 2—y,2) 
Damit ist fiir 2 =0 das kanonische Fundamentalsystem in jedem 
Falle aufgestellt; wir fassen die Resultate in dem folgenden Schema 


zusammen : 
1) 1— y weder gleich Null noch einer ganzen Zahl: 


Yor = F(a, B, y, %), 
lug = 21-7F(a+1—y, B+1—y, 2—y,2). 
2) 1— y =—g, g gleich Null oder einer positiven ganzen Zahl: 
a) eine der Groen a, 6 gleich einer der Zahlen 1, 2,..., g, g > 0; 
die Reihen (I) behalten ihren Sinn, wenn man die verschwin- 
denden Terme im Zahler und Nenner der K oeffizienten weglaBt ; 
1 Js 0 Paste fe PODS ee Sp esi BU 
ie F(a, B, Y, &), 
Uo = F(a, B, Ys %) + F(a, p, Y) x) log x ? 
3) 1—y =A, h gleich einer positiven ganzen Zahl: 
a) eine der GroBen a, fh gleich einer der Zahlen 1 — h, 2—h, 
., 0; die Reihen (1) behalten ihren Sinn unter der fiir 2a) 
getroffenen Festsetzung ; 
a,pt1—h,2—h,. as Ole 
Wg == oY Ele Ty, Bey, ay a) 
sitaiet Lin, B athe ya) eae) ADs £4), 
Ug = @'7F(a + 1—y, B+ {— y,2—y, 2). 


(I) 


53. Kanonische Fundamentalsysteme fiir «—1, x=». 


Die Behandlung der singuléren Punkte « = 1, x = oo laBt sich in 
einfacher Weise auf die bereits erledigte des Pankes x = 0 zuriickfiihren. 
Setzen wir zunadchst bei « = 4 
Eé=1—2 
und fuhren in (G) & als neue unabhangige Variable ein, so verwandelt 
sich (G) in eine Gaufsche Differentialgleichung mit der unabhangigen 
Veranderlichen €, wo an Stelle von 
a, B; y 
a, B, a+ B ats Ls. y 
treten. Wir erhalten folglich fir € =0 oder x =1 das kanonische Fun- 
damentalsystem U4), U2, wenn y—a— 6 weder Null noch eine ganze 
Zahl ist, in der Form: 


Sf nn eee ey 


—_ 


es ee a ee eS 


at li Ena Ee ae, 
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uy, = F(a, B, ina WT Vay an GAT Rae, 

Uy = (1 — x)r—4-8 Fy — B, y—a, y—a—f+i, alae 

Die Modifikationen, die fiir den Fall, wo y—a—f gleich Null 
oder einer ganzen Zahl ist, eintreten, konnen aus dem fir x =0 aufge- 
stellten Schema ebenso einfach abgelesen werden. 

Bei x = 00 setzen wir 
1 
¢22 
dann wird w als Funktion von ¢ keiner Gau8schen Differentialgleichung 


Ci == 


genugen. Um zu einer Gaufschen Differentialgleichung zu gelangen, 


setzen wir 
Cabana 


dann befriedigt w eine Gau8sche Differentialgleichung mit der unab- 


_hangigen Veranderlichen 7, worin an Stelle von 


a, B, Y 
a, 1+a—y, 1+a—f 
treten. Wir haben folglich, wenn 6 — a weder gleich Null noch gleich 
einer ganzen Zahl ist, fiir ¢ =0 das Fundamentalsystem: 
Wo = F(a, 1+a—y,1+a—F,t), 
Won = U-AF(B, 1+ B—y, 14+ B—ay 0) 
und somit fiir die urspriingliche Differentialgleichung das zu x = 09 


_gehorige Fundamentalsystem: 


a 4 
vo: = (5) F(a, 1+a—y, 1+a—6, ;): 


1\8 1 
ton —(3) F(p, 1+ B—y,1+ B—a, ;): 
In ahnlicher Weise ergeben sich die Darstellungen in den Ausnahme- 
fallen, wo B — a eine ganze Zahl oder Null ist. 


54. Konvergenzbereiche der aufgestellten Reihenentwicklungen. 


Aus der allgemeinen Theorie folgt, dab jede Funktion, die 
der Differentialgleichung (G) geniigt, keine anderen singularen Stellen 
besitzt als 0,1,00. Das Integral up, ist tiberdies in der Umgebung von 
x =0 holomorph (vorausgesetzt, da’ 1— y keine positive ganze Zahl 
ist), die fiir dieses Integral gefundene Reihenentwicklung 

F(a, B, ¥; *)\ 
konvergiert folglich innerhalb eines um ¢ = 0 als Mittelpunkt beschrie- 
benen Kreises, der sich bis zum nachsten singulaéren Punkte, d.h. bis zu 
a etl ‘hin erstreckt. 
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Die Gaufsche Reihe F(a, B, y, xz) ist also fiir Werte vonz, 
deren absoluter Betrag kleiner ist als Eins, konvergent. 

Das 1a8t sich auch direkt aus der expliziten Form der Koeffizienten 
erschlieBen. Nach Gleichung (2a) (S. 244) ist némlich der Quotient des 
(vy + 1)ten Gliedes der Gau8Sschen Reihe durch das v-te Glied gleich 

(a+ M(B +») 

(ee Ey gs.) 
Dieser Quotient nahert sich fiir ins Unendliche wachsendes » bei will- 
kiirlichen Werten der a, 6, y dem Grenzwerte x; nach dem d’Alembert- 
schen Konvergenzkriterium ist die Reihe daher konvergent, wenn | z | < 1, 
divergent, wenn |x| > 1. 

Die Frage der Konvergenz der Gau8schen Reihe auf der Peripherie 
des Konvergenzkreises hat Gaufi in der ersten (von ihm selbst verdffent- 
lichten) Abhandlung tber diese Reihe fiir reelle Werte der a, 6, y unter- 
sucht. Weierstraf!) hat die GauBsche Methode auf den Fall kom- 
plexer Werte der a, B, y ausgedehnt. Es ergibt sich in Ubereinstimmung 
mit dem in der Nr. 47 angefiihrten Satze von Thomé, dab 

F(a, B, ; £) 
fir Werte von x, deren absoluter Betrag gleich Eins ist, ausgenommen 
den Wert z = 1, konvergent ist, falls der reelle Teil von y — a — f groBer 
ist als — 1; wenn der reelle Teil von y—a—A positiv ist, so konvergiert 
die Reihe auch noch fir x = 1. 

Da fir unbestimmte a, f, y (wo also keiner der ,,Ausnahmefalle* 
eintritt) die fiir Ups, W441, Wy9, Uo) Ug aufgestellten Reihenentwicklungen 
samtlich durch den Algorithmus der Gaufschen Reihe gegeben werden, 
folgen nun unmittelbar die Konvergenzbezirke dieser Reihen. Will man 
auch die Ausnahmefalle mit umfassen, so bedient man sich am einfachsten 
des Satzes, daB der Konvergenzkreis einer Potenzreihe bis zu dem dem 
Mittelpunkte am nachsten gelegenen singularen Punkte reicht. Man 
erkennt unmittelbar, daS die im folgenden zusammengestellten Kon- 
vergenzbereiche vorhanden sind: 

Ug, Ugg konvergieren fiir |x| <1, 
Uzi ae Ms Pe Nel ceeacte( Oneal 
Waite Muley aipanl eg peal ee 

Da diese Konvergenzbereiche zusammengenommen die ganze g- 
Ebene, zum Teil auch mehrfach, iiberdecken, sind wir fiir die Gau8®sche 
Differentialgleichung in der gliicklichen Lage, fiir jeden 2-Wert wenigstens 
ein Fundamentalsystem durch unsere Reihenentwicklungen dargestellt zu 
haben. Um die Integration in dem in der Nr. 47 prazisierten Sinne als 


1) K. Weierstra8, Crelles Journal, Bd. 51 (1856), S.1; Werke I, 1894, 
$2173: 
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vollstandig erledigt betrachten zu kénnen, bedarf es nur noch der Kennt- 
nis der einem beliebigen Fundamentalsysteme w,, u, zugehdrigen Fun- 
damentalsubstitutionen. 


55. Bestimmung der Fundamentalsubstitutionen. 


Wir setzen, um die Vorstellung zu fixieren, voraus, daB das Fun- 
damentalsystem wu,,u, durch seine Anfangswerte in einem Punkte der 
z-Ebene gegeben sei, der dem Konvergenzbereiche der Reihen 1,1, Uso 
angehort, also auBerhalb des um den Nullpunkt mit dem Radius Eins 
beschriebenen Kreises liegt. Dann sind also die Ausdriicke der (uj, Wg) 
durch (U.4, ¥o,) als bekannt anzusehen und es handelt sich um die Auf- 
stellung der Fundamentalsubstitutionen fiir dieses letztere Fundamental- 
system. Dabei ist zu beachten, daf fiir die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung die Matrix 

Uny Woy 
os ce 


als Integralmatrix zu gelten hat. Wird diese Matrix von links her mit 

der konstanten Matrix C komponiert, so verwandeln sich u,,,, Uo, in 
Cy Wo + Cygne, Coy Wor + CoQ¥ae} 

wir sagen dann kurz, dal u..1, Uo, die lineare Substitution C erfahren 

haben. Der Einfachheit wegen beschrinken wir uns auf den Fall unbe- 

stimmter a, f, y, schlieBen also das Auftreten der Ausnahme- 

falle aus. 

Wir denken uns, wie allgemein vorgesehen, die Punkte x = 0,1, 
durch kleine Kurven ausgeschlossen und 0,1 mit oo durch die beiden 
Querschnitte J), 1, verbunden, die wir z. B. so legen kénnen, da’ I) von 
0 nach — oo langs der negativen reellen Achse, J, von 1 nach + oo langs 
der positiven reellen Achse verlauft. In der so entstehenden einfach zu- 
sammenhangenden Flache 7 sind die durch analytische Fortsetzung der 

Wor, Uo2, U1; Via, Woot, Ung 

innerhalb JT entstehenden Funktionszweige ecindeutig und endlich, wir be- 
zeichnen sie mit denselben Buchstaben wie die Reihen, aus denen sie ent- 
sprungen sind, und wollen ebenso unter F(a, f, y, x) nicht allein die fir 
|az|< 4 konvergierende Reihe, sondern auch den aus dieser Reihe durch 
analytische Fortsetzung innerhalb 7 entspringenden und daselbst ein- 
deutigen Funktionszweig verstehen. Die mehrdeutigen Faktoren, die in 
der Darstellung der sechs kanonischen Integrale auftreten, fixieren wir 
durch die Festsetzung, da8 bei Fortsetzung innerhalb T 


hmeias == bm (f a ioe = lee a ho = 1 
a1 z—>0 a>1 41 
sel. 


\ 
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a 


Es handelt sich nun um die Herstellung der Substitutionen, die 
(Uy, Uae) erfabrt, wenn «x die Querschnitte J), i un positiven Sinne ‘tiber- 
schreitet; wir bezeichnen diese mit 


po) Bo po po 
$2o =(9 or 2 =(F ey 


so daB also uz, U9 beim Uberschreiten von J, im positiven Sinne in 
BY to, + Bi Yas» 
BS ee + BQ tos 
und beim Uberschreiten von 1, im Pe Sinne in 
BY theo ae Oy Une, 
Bot or + Boo Uo» 
tibergehen. Ein positiver Umlauf um x = oo, bei dem zuerst der Quer- 
schnitt J), dann der Querschnitt 1,, beide im negativen Sinne tiberschritten 
werden, verwandelt w,.1, Woo in 
e2tian.. 4 s e289 * 
bezeichnen wir also diese Substitution durch 


e2lia. 0 
2, = 0 e2mip }? 


so ist (vgl. Nr. 47, Gleichung eee Sat o9) 

(5) SAO Di 1. 

Die inverse Matrix von a 14Bt sich offenbar so zusammensetzen: 

(6) Oa 2,25; 
komponieren wir hier beiderseits mit Qj, von rechts her, so ergibt sich 

(7) 2 = B20"; 
von dieser Darstellung von 92, werden wir sogleich Gebrauch zu machen 
haben. 

Wir schreiben die zwischen oo und 0 einerseits, 00 und 1 anderer- 
seits vermittelnden Ubergangssubstitutionen wie folgt: +) 

(8) eee = Ay Uo, + bo Uos , i Up1 = MU + 4b, Uy2, 

U2 = CyUoi + Go Ugg » | Wag = Uy, + Ory. 

Wenn dann x den Querschnitt J, einmal im positiven Sinne iiber- 

schreitet, so verwandeln sich u4,, Wy. in 
Uy, 27-2 A) ya 

also U4, Woe in 

(9) fay Uy + by e272 Pay, , 

LcyUyy + B, e270 —2—A) ayy «| 

*) Vgl. fir das Folgende: Riemann, Werke (2. Aufl.) S. 78ff.; Picard, 

Traité IIT (1908) 8. 315ff. 


7 
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Nach Gleichung (7) ist diese einmalige Uberschreitung von 1, im 
positiven Sinne gleichwertig einem Wege, der erst einen Umlauf um 
x = 00 im negativen Sinne vollzieht und dann J, ebenfalls im negativen 
Sinne durchquert. Bei dem Umlauf um x = © im negativen Sinne multi- 
plizieren sich u, 1, Ux». beziehungsweise mit 

e—2MIa » e726 | 
bei Prrechiqndriins von Jy im negativen Sinne multiplizieren sich ferner 
Uor Ug beziehungsweise mit 
1, e—tin(d—y) = @2nir | 
durch Anwendung der ersten der Ubergangssubstitutionen (8) erhalten 
wir folglich die Werte, in die u.3, Uo. auf dem geschilderten Wege iiber-. 


-geftibrt werden, in der Form 


[6 ?4(dg Uo + 09 e?*77 Uge) 
(e218 (cg gy + Ayerntr Uga) +! 

Diese mtissen aber mit den Werten (9) tibereinstimmen, wir haben 
also die Gleichungen 

(11) ay Wy, + be? —2-A) Uy, = CP M4( dg gy + by e?™7 Ugg) , 

(12) cy yy + Oy e?™7—4—-F) yg = CPB (Cg Ug, + Op e®™7 Ugg) , 
denen wir noch die aus (8) folgenden Gleichungen 

(13) Ay Uy, + Oy Uyy = Aq or + Do Uor » 

(14) Cy Uyy + Oy Wye = Cor + Coos 
an die Seite stellen. Eliminieren wir zwischen den Gleichungen (11), 
(43) einerseits und (12), (14) andererseits erst u,,, dann u,, und ver- 
gleichen die so sich ergebenden Ausdriicke jeder dieser beiden Grofen 
miteinander, so erhalten wir. 

O = U1 [4901 (e- 24 — 1) — cob, (e277 — 1)] 
+ Woa [Boda (e2™7—9) — 1) — Agby (Pv — 1)], 
0 = Ug [a Cher eG Ph Lye Cy dae Oe a 1) | 
+ toa [Bo es (€2# — 1) — Oya, (e2**¢ — 1)]. 

Dies sind homogene lineare Relationen mit konstanten Koeffi- 
zienten zwischen Uo,, Uo, da aber Wo, Uog Cin Fundamentalsystem bilden, 
sind solche Relationen nur méglich, wenn die einzelnen Koeffizienten 
verschwinden. Wir erhalten also vier Gleichungen, die wir mit Riicksicht 
darauf, daf 

e2nia —_ 4 = e—Mia(e—nia ee: eric) = — 2 -e—Nia gin ma 
usw. ist, in der Form schreiben kénnen: 


(10) 


ie Orem, S10 Top dy e—™F sin(y — a) x 
) Co O,e-*4snma cea sin(y — B) a’ 
by _ by em sin (y —B) x _ quem sina 


ah biter e—fia sin (y —a)m ¢,e—4sinna’ 


(16) 


Re Sy ee 
Si bt 


222 Siebentes Kapitel. Die GauBsche Differentialgleichung. 


Nun ist (vgl. Nr. 47, Gleichung (65), S. 198) 


ous (3 | (; 0 i be 
ee NETO NO Metal) an 2) d 


und da, wenn wir 


setzen, 


ist, so ergibt ‘sich 


a0; — e2ni(y—a—Bf) — es (e272 (7-2-8) a 1) 
2, ee 
C01 lS e2ni(y—a—8)) eal bye + e2ni(y—a—f) a0; 
) 6 
Setzen wir nun 
a Pus 
Cr ro Ay p) On _i Az , 
so ist 
a0; Ay Cb, E Ay a,b, Aye C101 1 


6 Fry pees laa! %) ~ Ay — Ay? fy) ~ Ay Ay’ %) dee 
d.h. die Koeffizienten der Substitution §2, hangen nur von 4,, A, und 
bekannten GréSen ab. Nun ist aber z. B. vermoge der Gleichung (15) 
sin(y — a) -sinza 


Aster de sin(y — P)x- sin ap ’ 


es handelt sich also nur noch um die Bestimmung der Gréfe 1,. 


Zu diesem Ende setzen wir in der zweiten der Ubergangssubstitutionen 
(8) fiir 2 den Wert 1 ein. Dann ist 
| aT aus 
a1 
und wenn wir voraussetzen, da® der reelle Teil des Exponenten y —a—f 
positiv ist, 
hin. == 0: 
a1 
ferner ist 
limu,,;= F(a, a—y+1,a—f6+1, 1), 
a1 


mde. = E(B, B— y+ 418 ott) 


bezeichnen wir also den Wert, den der durch die GaufSsche Reihe 


a. use hag “ AS 
y ee es A a z ae 
4 7 
: 
. § } 


= 
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F(a, B, y, x) determinierte, innerhalb 7’ eindeutige Funktionszweig im 
Punkte x = 1 annimmt'*), mit 


F(a, B, Y> 1) RE f(a, B, y) 7 
so folgt durch Einsetzen von # = 0 in die gedachte Ubergangssubstitution 


a,=—f(a, a—y+1, a—f +1), 

4 =f(B, Pretend ae tant) 
wodurch also 4, auf die Funktion f(a, 6, y) zuriickgefiihrt ist. Mit dieser 
Funktion hat sich Gauf (a.a.O.) beschaftigt und gezeigt, daB sie sich 
durch die sogenannten Eulerschen Integrale ausdriicken la8t; wir 
kommen auf diese Darstellung nachher zuriick. Sehen wir jene Funktion 
vorlaufig als bekannt an, so ist also A, bekannt, und somit auch die Fun- 
damentalsubstitution 92, bekannt. 

Durch 9, und 2, 1a8t sich aber die Fundamentalsubstitution §2, 

sofort darstellen, es folgt namlich aus (6) 


Oy = 2 Bat 
Damit ist das Integrationsproblem fiir die Gaufische Differential- 


gleichung im -Falle unbestimmter a, 6, y als gelést anzusehen?). Ge- 
nauer gesprochen ist es auf die Bestimmung von f(a, 6, y) zuriickgefiihrt. 


56. Multiplikator. Adjungierte Differentialgleichung. Identitat 
yon Lagrange. 


Die Bestimmung von f(a, 6, y) gelingt am einfachsten, wenn man 
sich einer Darstellung der Lésungen der Gaufischen Differentialgleichung 
durch ein bestimmtes Integral bedient, die zuerst von Euler angegeben 
worden ist. Um zu dieser Darstellung zu gelangen, miissen wir einige 
Betrachtungen vorausschicken, die sich auf beliebige lineare Differential- 
gleichungen beziehen, und die auch fiir andere Fragen von Wichtigkeit 
sind. 

Wir nehmen die Differentialgleichung in der Form 

d?u 


du 
(I) Ba) a P rga @ ga ate TH 0; 


der Charakteristik, die die linke Seite dieser Gleichung bezeichnet, haben 
wir den Index x angehangt, um auch die unabhangige Variable der Diffe- 
rentialgleichung hervortreten zu lassen. 


Jace 1) Vel. z. B. L. W. Thomé, Crelles Journal, Bd. 87 (1879), S. 222. 
2) In bezug auf andere Formeln und fiir die einschlagige Literatur werde 
auf Bd. I des Handbuches von L. Schlesinger verwiesen. 
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Lagrange ') hat zuerst die Frage behandelt, wie man eine Funktion 
y von x bestimmen kann, mit der die linke Seite P,(u) der Differential- 
gleichung (I) multipliziert, die Ableitung eines homogenen linearen Diffe-— 
rentialausdrucks erster Ordnung wird, also 


d 
(II) eP,(i) Seale ae are a B (a) u). 


Die Wichtigkeit einer solchen Funktion, die man einen Multi- 
plikator von (1) nennt, liegt auf der Hand. Denn ist ein solcher Multi- 
plikator gefunden, so kénnen wir an Stelle von (1) die Differentialgleichung 


d d 
- ue ia + Blau) =0, 


oder integriert 
Hey Ae oes B(a)u = const. 


betrachten; diese letztere Gleichung ist aber, wie in der Nr. 16 gezeigt 
wurde, stets durch Quadraturen zu integrieren. Die Kenntnis eines 
Multiplikators ermoglicht also die Integration der Diffe- 
rentialgleichung (I) durch Quadraturen. 

Um ¢ zu bestimmen, integrieren wir ‘die Gleichung (II) nach z: 


d 
SoP2z(u) dx = a(x) G + B(x)u, 
und Unb sace en nun das linkerhand stehende Integral 
[oP(u)dz =fo(pul’ + qu’ + ru) dz 
unter der Annahme, da » und u beliebige Funktionen von x sind. (Die 
Akzente bedeuten Ableitungen nach wz.) 
Bedeutet w eine Funktion von xz, so folgt durch zweimalige An- 
wendung der partiellen Integration 
Jou''dx = wu' —fu' w' da = wu' — wu + fuw'' de . 
Wenden wir diese Formel und die partielle Integration auf das 
obige Integral an, so wird 
JoP2(u)da =f (vp)u’ dx +f (eq) w’ dx +f (or) udx 
oa, Ae d*(op) oe 
= P(eu' — uv’) + we(g — —p)+fu ae ra D+ ork de. 
Der im dritten Gliede unter dem LE Bea Hes Klam- 
merausdruck ist ein homogener linearer Differentialausdruck zweiter 


1) Miscell. Taurin. IIL, (1762/66), S. 179; vel. fiir das Folgende: Fuchs, 
Crelles Journal, Bd. 76 (1874), S.177, Werke I, S. 415; Frobenius, Crelles 
Journal, Bd. 76 (1873), 77 (1874), 80 (1875), 85 (1878); siehe auch L. Schle- 
singer, Handbuch I, 8. 53, wo weitere Literaturangaben zu finden sind. 


Mtge Sie 
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Ordnung fiir ¢, dessen Koeffizienten sich in einfacher Weise aus den Koef- 
fizienten von P,(u) bilden lassen; wir setzen 


D a d*(o d(o " t ! 
Pa(o) = IP) Ne) oy = py + (2p' —q)e’ + (p’ —q' +r)e 


und 


p(ou’ — ue") + (q— p') uv = Plu, ¢), 
dann lautet die obige Gleichung 

SoP.(u) dx == PP, (us 0) + fuPz(v)dx a 
oder differentiiert 


eP,(u) —uPz(e) = i P,(u, ¢); 


diese Gleichung nennt man die Identitat von Lagrange. 

Der Ausdruck P,(u, ¢) ist in bezug auf u ein homogener linearer 
Differentialausdruck erster Ordnung; ¢ wird also ein Multiplikator von (I) 
sein, wenn 
ist. Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
fir ¢, die man nach Fuchs die adjungierte von (1) nennt. Auch heift 
P,(v) der zu P,(u) adjungierte Differentialausdruck, und P,(u, ¢), 
das sowohl in bezug auf wu als auch in bezug auf ¢ homogen, linear 
und von der ersten Ordnung ist, wird der begleitende bilineare Dif- 
ferentialausdruck genannt (Frobenius). 

Also ist ¢ ein Multiplikator von (1) 

(ELC) hei) 
wenn ¢ eine Lésung der adjungierten Differentialgleichung ist; umgekehrt 
zeigt die Lagrangesche Identitat sofort, daf u ein Multiplikator von 
P,(v) =0 
ist, wenn u der Differentialgleichung (I). geniigt. Die Beziehung zwischen 
einer Differentialgleichung und ihrer adjungierten ist also ee gegen- 
seitige, was ja tibrigens schon aus der Symmetrie der Lagrangeschen 


Identitat erhellt. 
Das Vorstehende geniigt fiir die Zwecke, die wir augenblicklich 
verfolgen; an spaterer Stelle (Nr. 75) kommen wir auf diese Betrach- 


tungen noch einmal zuriick. 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 15 


i) 
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57. Integration der GauBschen Differentialgleichung durch 
bestimmte Integrale. Vertauschung von Parameter und Argument. 
Eulersche Transformierte. 


Wie bereits bemerkt, hat Euler‘) die Lésungen einer Gaufschen 
Differentialgleichung in der Form von bestimmten Integralen dargestellt, 
die zwischen konstanten Grenzen erstreckt die unabhangige Variable x 
als Parameter enthalten. Wenn wir diese Darstellung im Gebhiete der 
komplexen Variabeln verwerten wollen, so missen wir ein solches Inte- 
gral statt zwischen festen Grenzen, lings einer geschlossenen Kurve er- 
strecken; dann haben die hier in Betracht kommenden Integrale die 
Gestalt : 

/w(z)(2 — 2)§— dz, 

L 
wo w(z) eine geeignet zu wahlende Funktion von z, € eine Konstante, L 
einen geeignet gewahlten geschlossenen Weg in der z-Ebene bedeutet. 

Diese Art von Integralen bietet eine in die Augen fallende Analogie 
mit denjenigen dar, durch die man in der Potentialtheorie Losungen der 
sogenannten Laplaceschen partiellen Differentialgleichung 

ou Ou, ou 

Oe * an? > ae 
darzustellen pflegt. Hat man z. B. eine tiber einen gewissen Raum C 
verteilte Masse, die nach dem Newtonschen Gesetze auf einen auSerhalb 
dieses Raumes gelegenen Massenpunkt mit der Masse 1 und den Koor- 
dinaten &, n, € wirkt, so wird das Potential jener Masse auf diesen Punkt 
durch das bavcees 


ae Y 2) 


dargestellt, wo ae w(x, y, 2) die Dichtigkeit der Masse im Punkte 
(x, y, 2) des Raumes C bedeutet. Wir haben also auch hier eine Funktion 
w des Ortes, auf den sich die Integration bezieht, multipliziert mit einer 
Potenz (der (— 1)ten) des Abstandes jenes Ortes von dem ,,Aufpunkte* 
(€, 7, ¢), genau so wie in dem oben angegebenen Integrale. Wir werden 
darum auch in dem letzteren die Funktion w(z) die Dichtigkeitsfunk- 
tion nennen und jetzt die Aufgabe behandeln, diese Funktion und den 
Integrationsweg L so zu bestimmen, daB jenes Integral der Gau8schen 
Differentialgleichung Geniige leistet. 


= 0 


vol. 12, S. 246ff.; vgl. fiir das Folgende: L. Schlesinger, Handbuch, Bd. IJ, 1, 
XII. Abschnitt, wo auch die einschligige Literatur zusammengestellt ist. 


) L. Euler, Institutiones calculi integralis II (1769), Cap. XI, Opera, ser. I, 
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Wir bezeichnen die linke Seite der GauBschen Differentialgleichung 
mit 


d? d 
D,(u) = x(t 2) a3 +[y—(a+ B+ 1)z] aK aBu 
und setzen nun hierin , 
(17) u rad (z)(z — x)5—1 dz. 


Indem wir aie ae ees e von uw nach x unter dem Integral- 
zeichen vollziehen, finden wir 


(18) = Dz(fw(z)(2 — x)$—1dz) = f'w(z)Dz((z — x)§—) dz . 
L L 


Wir formen zunadchst den Ausdruck 
Dz((z— 2)F~) = a(1 — 2) —1)(§ —2)(2 —z)*-3 
a Ort Beit) eS —— 1) — «)s2— af (z — x) 
um, indem wir seine von z abhangigen Koeffizienten nach Potenzen von 
z— <a entwickeln. Es ist: 
(4 — x) = 2(1— 2) — (4 —2z)(z — x) — (2 — 2)? , 
y—(a+ B+ 1e=y—(at+ Pht 1)z+ (a+ B+ 1)(2—2); 
dies eingesetzt und nach Potenzen von (z — x) geordnet gibt} 
Dz((z—— 2) F), == (E — 1)(E 2) (2 — 2) F8(e — 2) 
SMe ara Ber bar (oie) (Ui oz) yt (at B 1 a 
Gee rt eee EME ae Aline Moi ak) (Gerth ao ee y 


Nun ist: 
: d?(z — ae 
€—1)E—27e¢—s2 = 
d(z — x)&—1 
(E—1)(2—2)F-2 = aa 
setzen wir also 
(19) Ae) = 2(4 — 2) 5 
ta ieee (ere 2) 22) (a+ Bi+ 1215 13, 


Pale h) (Sa 2) Pe B+ 1) + aBle, 
so besteht die identische Gleichung 

(20) Dz((2— 2)5—) = 4.((2 — x)F-) . 

Der Ausdruck 4,(¢) ist selbst ein homogener linearer Differential- 
ausdruck zweiter Ordnung fiir » als Funktion von z mit in z rationalen 
Koeffizienten; die Differentialgleichung 

(21) A.(v) =0 : 
ist zwar keine GauBsche, aber sie gehért zum Fuchsschen Typus und 


ihre singularen Punkte sind 0,1,00. Die Identitat (20) nennen wir den 
15* 
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Satz von der Vertauschung des Parameters mit dem Argu- 
mente, auf der linken Seite ist namlich z der Parameter und x das Argu- 
ment, auf der rechten Seite dagegen x der Parameter und z das Argument. 

Nach Anwendung des Vertauschungssatzes auf die rechte Seite 
der Gleichung (18) lautet diese Gleichung: 


(22) Dz(f'w(2)(z — 2)&-! dz) =f w(z) Ae((2 — 2)&—1) dz , 
L L 


und nun liegt es nahe, zur Umformung der rechten Seite die Lagrange - 
sche Identitét heranzuziehen. 

Bezeichnen wir mit 4, (w) den adjungierten Differentialausdruck 
von 4,(¢) und mit 4,(¢, w) den begleitenden bilinearen Ausdruck, so ist 

d 
WwA2(v) — vA(W) = aE A.(v, #) . 
Nehmen wir hierin 
¢=(2—2)F1, 

so kénnen wir (22) in der Form schreiben: 


Dal fw(2)(2—~ 2) 102) =flz— 2) Aw) de + [ae ee. Kad ey 
L L +4 


Wir wollten das Integral (17) so einrichten, da8 es der Gaufschen 
Differentialgleichung 


D;(u) ==A() 
geniigt; wir werden also w(z) so wahlen, da8 
(23) 4(w) = 9, 
und ZL so, daB 
SOAK (2 = )F The Wy yee) 
(24) | Or ares = Ooi 


L 
ist. Die Gleichung (23) ist eine homogene lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fiir w, und zwar die adjungierte von (24); um (24) zu 
erfiillen, mu8 ZL so gewahlt werden, da® der Ausdruck 
ple) = Ae((2 — 2)84, #) 

auf dem Wege L fortgesetzt zu seinem Ausgangswerte zuriickkehrt. 

Die Gleichung (23), die die Dichtigkeitsfunktion w(z) bestimmt, 
nennen wir die Eulersche Transformierte der Gauf8schen Diffe- 
rentialgleichung. 


58. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des Integrations- 
weges. 


Um die Dichtigkeitsfunktion @(z) in méglichst einfacher Weise er- 
halten zu kénnen, disponieren wir iiber die Konstante é derart, da& in 


is 
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der Differentialgleichung (21) der Koeffizient von » verschwindet. Wir 
erhalten nach (19) durch diese Forderung fir € die Gleichung 
Gea e — 2a po.) ap 204. 


deren Lésungen 
41—a, 1— 6 


sind. Da a, f in der GaufSschen Differentialgleichung ganz symmetrisch 
auftreten, ist es gleichgiiltig, welche dieser beiden Lésungen wir wahlen; 
es sel 


Bree lye (py 
Dann lautet der Ausdruck (19) 


d2 
Ado) =2(1—2) Se + [a+ 4—y FaB—a—1) 


und nach den Formeln der Nr. 56 ergeben sich fiir den adjungierten und 
den begleitenden ie ts Differentialausdruck die Werte 


d 
Aw) = a1 —2) 90 + Di ING ape (BY gtk 1)2] 9 
Feo ah iw 


rane ae la—y-+ (B a+ A)z] wf 


und 
d¢ dw 
Av, w) = 2(4 —a)(w 5 aah + fa—y+(P—a+t+1)z] ow. 
Die linke Seite 4,(w) der Eulerschen Transformierten ist jetzt 
ein vollstandiger Differentialquotient; da es uns nur auf eine partikulare 


Lésung ankommt, wahlen wir die nach der ersten Integration auftretende 
willkiirliche Konstante gleich Null, bestimmen also w(z) aus der Gleichung 


2) fa—y+(b—a+1)z]w =0, 


z(4 
woraus sich 
dlogw _a—y+(B—a-+ 1)z 
dz 2(1 —2z) 
und weiter. 


f= Vesta oe atl)2 
(GOL ain ae 2(1—z) 


ergibt. Das im Exponenten auftretende Integral la8t sich nach ele- 
mentaren Regeln ausfiihren: 


Greve Bre Gre) 2 Me ice 
Hi: ie) dz = log 2°~7(z— 1) + log const. , 


waihlen wir die Integrationskonstante gleich Eins, so ist also 
Pie gear (z'—— 1) 81 
die Dichtigkeitsfunktion. 


1 > iw ba. Merve Ce ¥ Me Sih a j 
Mois 2+ Seta 
. ‘ on rt 


es, 
\ 
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Fir die Funktion q(z), deren wir zur Fixierung des Integrations- 
weges L bediirfen, ergibt sich nach Einsetzen der Werte von é und w 
durch einfache Rechnung: : 

Az((2— 2)—4 , 24-7(z — 1)7-/—1) 
Ost ANZ dP ga) eee Ze 
endlich nimmt das Integral (17) selbst die Form an: 

(17a) u =f 22-7(2 — 1)7—-A-1(z — 2) dz. 

L 


Wir wenden uns nun zur Bestimmung des Integrationsweges L. 
SchlieBen wir aus der z-Ebene die Punkte 
rama 8 ai bes ye '6 
durch unendlich kleine Kurven aus und legen von 0, 1,2 aus nach dem 
Unendlichen hin die Querschnitte J), 1,,/, so ist in der so entstehenden 
einfach zusammenhangenden Flache 7 sowohl g(z) als auch die unter 
dem Integralzeichen stehende Funktion 
p(z) = 22-7 (2 — 1)7-2 -1(z2 — w)-4 

eindeutig und endlich. Der .Integrationsweg L ist so zu wahlen, daB auf 
diesem Wege fortgesetzt q(z) zu seinem Ausgangswerte zuriickkehrt; dies 
wiirde jedenfalls erfolgen, wenn wir L als einen ganz innerhalb 7 ver- 
laufenden geschlossenen Weg annahmen; dann wiirde aber 


/(z)dz =0 
L 


sein, so daB ein soleher Weg unbrauchbar ist. 

Wir verfahren daher folgendermafen. Es sei z = ein beliebiger von 

OMA deco 

verschiedener Punkt der z-Ebene; wir gehen von z = ¢ aus, innerhalb T 
bis dicht an einen der Punkte 0, 1, 2, oo heran, umkreisen dann den be- 
treffenden Punkt im positiven Sinne 
(entgegengesetzt der Richtung eines 
in dem Punkte befestigt gedachten 
Uhrzeigers) und kehren wieder inner- 
halb T (etwa auf demselben Wege, 
auf dem wir gekommen sind) nach 
€ zuriick. Einen solchen Weg nennt 
man eine von ¢ aus nach dem _ be- 
treffenden der Punkte 0, 1, 2, oo hin 
gelegte Schleife (siehe die Fig. 3). 
Wir bezeichnen diese Schleifen der 
Reihe nach durch 


CoO 


Sq Sq) Sx) Sam 4 


rare hs 


; 
i 
$ 
5 
i 
i 
i 
: 


sot bem Oe) Ee AERA se YOR IRAN be Sih ae RMe RE ry Sa Rhea 
FARE wit eu PPCM ERs RaVACHOLT er eS ml ; eA tale 


“| 
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und, wenn sie im entgegengesetzten Sinne durchlaufen werden, durch 


—1 —1 —1 —1 
So , Sy, , Sz Sam 3 


dann tberschreitet also sy den Querschnitt J), s, den Querschnitt 1,, s, 


i Querschnitt 1 im positiven Sinne, wahrend s,, die drei Querschnitte 
Jj, 1,,/ in eimer von der Lage des Punktes x abhangenden Reihenfolge 
nacheinander im negativen Sinne durchquert. 

Langs s, fortgesetzt multipliziert sich g(z) sowohl wie y(z) mit 


dem Faktor 
e2ni(a—y) A 


langs s, fortgesetzt multipliziert sich jede dieser beiden Funktionen mit 


e2ni(y—8) | 
langs s, fortgesetzt mit 


—2nia 
€ ) 


endlich langs s,, fortgesetzt, da in der Umgebung von z = o z. B. 


y(z) =a (=)" (1 | oe nh aor. 


4\ 4 4 1 
=a(:) (4 a oie ale &2 2 -{- | 


e2nif . 


ist, mit 
Beschreiben wir nun z. B. erst s,, dann s,, dann s,*, dann sy’, so 
ache (z), auf diesem Wege (siehe die Be 3) 
(0, 1) = sysyso sy? 
fortgesetzt, zu seinem Ausgangswerte zurtick, da es nacheinander die 


Faktoren 
} e2ri(a—y) | e2ni(y B), e—2ni(a ae e—2ni(y—f) 


angenommen hat, dieser Weg liefert also im allgemeinen einen brauch- 
baren Integrationsweg L. 
Gleichermafen stellt ') allgemein gesprochen 
(i,k) = ssp on (i, k=0, 1, 2, 0 4h) 

emen brauchbaren Integrationsweg dar, man nennt einen solchen Weg 
eine um die Punkte 7, k herumgelegte Doppelschleife; es gibt deren 
offenbar 

4-3 ‘ 

Tain! 
voneinander verschiedene, und indem wir fiir L der Reihe nach diese 
sechs Doppelschleifen wahlen, erhalten wir sechs Integrale der Gauf- 


1) ©. Jordan, Cours d’Analyse III (1887), (1896) S. 242 und L. Poch- 
hammer, Mathematische Annalen Bd. 35 (1890), S. 470. 
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schen Differentialgleichung. Wir werden sehen, daB diese sechs Inte- 
erale, abgesehen von konstanten Faktoren, mit 


Ur» Woe. Ura» Y12, Yor Une 
lubereinstimmen. 


59. Darstellung der GauBschen Reihe F(a, 8,7,x”) dureh ein 
bestimmtes Integral. 
Wir nehmen zuvorderst das tiber die Doppelschleife (1, 00) erstreckte 
Integral 
Uy =f 22-1 (z — 1)7-8-1(z — x)-2dz 


(i, © ) Ye 
= fz2—-1(zg — 1)r-8-1z-4 (1 — | dz. 
(1,2) 4 
Fubren wir durch die Gleichungen 
4 — 4 
Aare dz = — dt 


i als neue Integrationsvariable ein, so entspricht der Doppelschleife (4, 00) 
der z-Ebene, die um die Punkte 1, 0 der ae gelegte Doppelschleife 
(1, 0), wir erhalten also 
By sy ete a ere cee 
(1, 0) 

Indem wir die Doppelschleife (1,0) méglichst enge an die Punkte 
0,4 heranziehen und tiberdies x dem absoluten Betrage nach hinreichend 
klein nehmen, kénnen wir erreichen, daB langs des ganzen Integrationsweges 

jat| <4 

sei. Dann ist aber nach dem binomischen Lehrsatze: 


+ 4 ed 
(4 — xt)-4 =14 ox ya ee age 4 ss Le Sigyckie 
k=0 
ea Ona. kazi 
Op =e ee ae aes Te a (k=1,2,3,...) 
and dies in das Integral eingesetzt ergibt, indem man gliedweise integriert, 
b= s On ak ft2+%1(1 — t)r—-8@—1 dt . 
k=0 (1, 0) 


Wir sehen also, da® u, in der Umgebung von 2 = 0 holomorph ist. 
Daraus folgt schon a priori, da& sich u, von up, nur durch 
einen konstanten Faktor unterscheiden kann. Denn jedenfalls 
ist (fir unbestimmte a, 6, y) u, in der Form 

Uy = CyUg, + Cee 
darstellbar,, wo c,,c, Konstanten bedeuten; nun ist in der Umgebung 
von x =Q sowohl u, wie uo, holomorph, wp. dagegen wegen des Faktors 
«17 mehrdeutig; folglich mu c, gleich Null sein, und es ist 
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(25) Ce 
Um c, zu bestimmen, setzen wir x = 0, dann ist 
him u, = —/i? 11 — t)r—-8—-1 de, 
70 (1,0) 


Jue aaiahy ee earth 
a0 


wir finden also: 


(26) Cp ey A tre di 
(1,0) 
‘ Wir betrachten allgemein ein Integral von der Form 
} (27) teal (A as Pade 
i (1, 0) 


wo p,q beliebige Konstanten bedeuten. Wir kénnen uns die Doppel- 
schleife (4,0) ganz dicht an das die Punkte t = 0 und t = 1 verbindende 
; Stiick der reellen ¢-Achse herangezogen denken, dann besteht diese 
, Doppelschleife, wenn wir ihren Ausgangspunkt dicht beim Punkte 

i = 0 nehmen, aus folgenden Teilen. Dem geradlinigen Wege von 0 nach 
1, emer kleinen, den Punkt 1 im positiven Sinne umschlieBenden Kurve 
; C,, dem geradlinigen Wege von 1 nach 0, einer kleinen, den Punkt 0 im 
positiven Sinne umschlieBenden Kurve Cy, abermals dem geradlinigen 
Wege von 0 nach 1, der im entgegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve 
C,, dem geradlinigen Wege von 1 nach 0 zuriick und endlich der im ent- 
gegengesetzten Sinne durchlaufenen Kurve Cp. 

Die Bildung des geradlinigen Integrals von 0 nach 1 st6f%t auf 
Schwierigkeiten, wenn das Integral 

fea —ty-rdt 
fir t =0 oder t =1 unendlich wird. Um dem vorzubeugen, miissen 
wir voraussetzen, da die reellen Teile von p und g wesent- 
lich positiv seien, dann wird namlich die zu integrierende Funktion 
selbst fiir t = 0, ¢ = 1 von niedrigerer als der erster Ordnung unendlich, 
das Integral bleibt infolge dessen endlich. Dann nahern sich aber auch 
die tiber die Kurven C,, Cy erstreckten Integrale der Null, wenn wir die 
Dimensionen dieser Kurven ins Unendliche abnehmen lassen; wahlen 
wir z. B. C, als Kreis mit dem Radius 7, so ist, wenn 
er 
gesetzt wird, 
fead—tredt = ie * rv ergi(1 — revi)a—l ido , 
(C) 

also in der Tat, da der reelle Teil von p positiv ist, fiir unendlich kleines r: 

lim f—-4(1 — t)o-tdt = lim ne epgi(1 — rev')i—lidm = 0. 

70 (0,) fey 
Wir haben also, mit Riicksicht auf dic multiplikativen Faktoren, die zu 


234 Siebentes Kapitel. Die GauBsche Differentialgleichung. :, 


(1 — t)r—1 
beim Durchlaufen der Kurven C,, Cy im positiven beziehungsweise nega- 
tiven Sinne hinzutreten: 

fwrrd—prdt =e pt “tet dt an pA =n) e us 
(1,0) 
4 erni(ota) f a (4 — t)24dt + erin [93d — 141 dt 
0 1 


= (1 — e2nip) (1 — e2nia) [* —1(4 — t)r—1 dt. 
0 


Man setzt gewohnlich 
fe 4(4 — 1) dt = Bip, q) 
0 
und nennt diesen Ausdruck ein Eulersches Integral erster Gat- 
tung oder eine Betafunktion. Durch diese Gleichung ist also die Beta- 
funktion definiert, wenn die reellen Teile von p,q wesentlich positiv sind ; 
ist diese Bedingung nicht erfiillt, so definieren wir die Betafunktion durch 
die Gleichung 
(1 — e2ntp)(1 — e2nt2)B Sa Net See te 
(1, 0) 
Mit Hilfe dieser Bezeichnung lautet die Gleichung (26) jetzt 
cy = — (1 — eat y(1 — eens) B(B, y — B), 

und wenn wir nun unter 

Ug = F(a, B, 04) x) 
die aus der Gau8schen Reihe F(a, f, y, x) durch analytische Fortsetzung 
entspringende monogene Funktion verstehen, so ist nach (25) 

a, =f-(d — ty 11 at) a 
f= (1 — e798) (1 — e27Xr—-9))B(B, y — B)F (a, B, y) 2) - 

Damit ist also fiir das Integral F(a, 6, y, x) der GauBschen Differential- 
gleichung eine fiir alle endlichen Werte von x (mit Ausnahme von 0 und 
1) giiltige einheitliche Darstellung gefunden. 

Wenn die reellen Teile von B und y— 6 wesentlich positiv 
sind, kann man das wu, definierende, tiber die Doppelschleife (4, 0) er- 
streckte Integral in ahnlicher Weise umformen, wie wir es mit dem Inte- 
grale (27) getan haben. Es ergibt sich 

J te-3(4 — t-PA (4 — at)—« di] 
(1,0) 
= (1 — eb) (4 — e2mi—)) [AA — 17-1 — at) dt , 
0 


und folglich haben wir unter der angegebenen Voraussetzung 


(B) f*t-4(4 — t)r-4-1(1 — at)—« dt = B(B, » — B)F (a, B, y, 2); 
0 


Serres 


5 Sy 


= 


ts Ral i cl ce 
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dies ist die von Euler gegebene Darstellung der Funktion F(a, B, y, 2) 
durch ein bestimmtes Integral. 

Setzen wir in dieser Gleichung an die Stelle von (4 — xt)~@ die bereits 
oben aufgestellte Reihe 


Set atk N) ay 


CNSO Vein ay Ain 
k=O 
die jetzt, da ¢ zwischen 0 und 1 liegt, fiir |z| <1 konvergiert, so folgt: 


(28) Pi con ee hah k—1) afm (peepee 


aes = Bip, Vi men) aa a B, > x). 


k= 


-Beachten wir nun, daf 


MG t8+k—1(4 — t)r-A-1 dt = B(B + k, y — B) 


ist, und ena indem wir uns fiir F(a, Bf, y, v) dieGauBsche Reihe 
gesetzt denken, in (28) beiderseits die R oeedvicnten gleich hoher Potenzen 


von 2, so ergibt sich: 


4 k Fast 
B(B +k, y—B) = Ge OB 8) 


oder indem wir Pp = p, y— fh = q setzen: 


Pia AD earn) 
(29) Be Deere ain yg Aye: -(p Hg take 4) B(p, 9); 


(kK=1), 8,".-.) 
dies ist eine oft gebrauchte Higenschaft der Betafunktion. Setzen wir 
noch p = 4, so ist 


B(4, 9) = (4 —t)r dt 
0 

wir haben also die interessante Gleichung: 

mht) atten 

Bet DGG + 1) @ +k) 

Mit Hilfe der Gleichung (B) kénnen wir jetzt auch den Wert von F(a, B, y, z) 
fir z= 1 durch Betafunktionen darstellen; setzen wir némlich x = 4, 
so ist, vorausgesetzt, da8 die reellen Teile von f und y — a — B wesent- 
lich positiv sind, 


f val —1)r-4-$1 dt = B(B, y — B) f(a, B, v) 


a 


5 


oder indem wir das Integral auf der linken Seite durch die betreffende 
Betafunktion ersetzen: 


fla, 6) =P BR oP, 
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dies ist die in der Nr. 55 (S. 223) erwahnte Darstellung. Aus funktionen- 
theoretischen Griinden erhellt, da® die Giiltigkeit dieser Gleichung von 
der gemachten Voraussetzung tiber 6 und y — a — # unabhangig ist. 

In bezug auf die Betafunktion bemerken wir noch, da8 sich aus 
(29) fir k = 1 die Gleichung 


B(p + 1, ¢) =—~— B(p, @) 


ergibt; vergleicht man diese mit der aus der Taylorschen Entwicklung 
folgenden 


dB(p,q) . 1 dB(p, q) a. 
B(p + 4, gy = B(p, a) + ae ee + +++ in inf., 


so erkennt man, dafi die Betafunktion der Gleichung 
2 
qU + (p+ Map + a1 ape +++: mM int =— 

Geniige leistet. Es ist dies eine lineare homogene Differentialgleichung 
unendlich hoher Ordnung. Die Theorie solcher Differentialgleichungen 
ist in neuerer Zeit erheblich gefordert worden '), sie stehen in engem Zu- 
sammenhang mit den Volterraschen Integralgleichungen. Geschicht- 
lich interessant ist, daB sich schon Euler 2) mit ihnen befa8t hat. 


60. Darstellung des zweiten zu x = 0 gehorigen kanonischen 
Integrals. Differentialgleichung fiir die Periodizititsmoduln des 
elliptischen Integrals erster Gattung. 


Wir betrachten nun das tiber die Doppelschleife (0, x) erstreckte 
Integral 


f2e-7(4 — z)r—3—-1 (4 — 2)-4 dz. 


Unter der Voraussetzung, daf die reellen Teile von a— y + 1 und 1—a 
wesentlich positiv sind, formen wir dieses Integral gleich in ahnlicher Weise 
um, wie oben das Integral (27) umgeformt wurde, indem wir die Doppel- 
schleife (0, x) dicht an die geradlinige Verbindungslinie von 0 mit x heran- 
ziehen. Es ergibt sich so 
f 20-7 (A— 2)r-8 1 (a — 2)-2 dz 
(0, 2) 
= —-(1 — e2ailo—r))(4 — e-2nia) | za—7(4 — z)7-8-1 (¢ = = 202s 
0 


1) Siehe z. B. C. Bourlet, Annales de l'Ecole Normale (8) 14, 1897, S. 133; 
T. Lalesco, Liouvilles Journal (6) 4, 1908, S. 127; E. Hilb, Mathem. Annalen | 
Bd. 82, 1921, S. 1, Bd. 84, 1921, S.16 und 43. 

*) L. Euler, Inst. calc. integralis t. 11 (1769), art..1195—1224, Opera, ser. I, 
vol, 12, S. 360f. 


PRG 


1 
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Wenn |z| <1, so ist innerhalb der Grenzen der Integration auch | z| <1, 
wir kénnen also nach dem binomischen Lehrsatze entwickeln: 


faye Sep Pa PB AB 


Dies in das Integral auf der rechten Seite eingesetzt und gliedweise inte- 
griert gibt: 


J* 20-71 (A — 2)y-8 A(x — 2)—2dz 
0 


->\ fe as ee) es Bz 1) 
k=0 


Aa 
SDR Te | grr +k (gy — z)—4 dz. 
0 
In dem unter dem Summenzeichen auftretenden Integrale setzen wir 
Cea 02 == Ol 
dann wird 
Jf? 29-14 ¥(a — 2)~e dz =f? xo—rt+k ta—7+8(@ — at) —4 edt , 
0 0 
=al-7+k B(a— y+1+k,1—a), 
oder indem wir die in der vorigen Nummer entwickelte Gleichung 
fir B(p + k, q) benutzen: 
|? 2e-1+k(a—z)-4 dz 
0 
Open ci eran ye K) Fo yi 
CCS ee ee bay Pe A Pee) 
Wir finden also mit Riicksicht auf die Form der Koeffizienten der GauB - 
schen Reihe 


f?2e-7(4 — 2)7-8-1 (x — 2)-« dz 
0 

Dire y 1, Peay (as ys DS a ae 1,2; 2) 
und diese, zunachst fir |x| <4 abgeleitete Gleichung bleibt natiilich 
fiir alle z-Werte bestehen. Wir haben also auf diese Weise auch fiir up, 
eine allenthalben giiltige Darstellung durch ein bestimmtes Integral. 

In ahnlicher Weise kann man die Identitat der ibrigen Doppel- 
schleifenintegrale mit den Elementen der zu x =1, x = oo gehorigen 
kanonischen Fundamentalsysteme nachweisen. Wir gehen hierauf nicht 
weiter ein, bemerken aber, dafs die Darstellung der Lésungen der GauB - 


_schen Differentialgleichung in der Form von bestimmten Integralen sehr 


geeignet ist zur Aufstellung der diesen Loésungen entsprechenden Fun- 
damentalsubstitutionen. Dieselbe Methode, durch die wir hier die Inte- 
gration der GauSschen Differentialgleichung durch bestimmte Integrale 
geleistet haben, bleibt auch fiir eine beliebige lineare homogene Diffe- 
rentialgleichung mit rationalen Koeffizienten anwendbar. Wir verweisen 
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in bezug auf diese Fragen auf Bd. II, 1 von L. Schlesingers Hand- 
buch, wo auch die einschligige Literatur zu finden ist. 

Nur noch eines interessanten Spezialfalles wollen wir Erwahnung 
tun, des Falles namlich, wo! 

4 4 . 
a 2 ) B = 5) ; V —— 4 3 

Hier ist 1— y =0, das zweite zu x =0 gehorige kanonische Integral 
wird also einen Logarithmus enthalten. Das Integral (17a) (S. 230) lautet 


jetzt 
1(g — 1)—-4(z — x) rat i a eile 
fz 2(z 1)—2(z — x) dz ir ‘(2 aye 


L 


und die Funktion q(z) ist (S. 230) 


pz) = 5 2i(2—1)i(2— 2). 
Da sich diese Funktion beim Uberschreiten eines jeden der Querschnitte 
Jo, l,, mit dem Faktor — 4 multipliziert, erhalten wir in diesem Falle 
brauchbare Integrationswege L, indem wir einfach geschlossene Wege 
nehmen, die je zwei der Punkte 
PA NIE bo IG 26.6) 

einschlieBen. Bezeichnen wir einen geschlossenen Weg, der die beiden 
Punkte 1, k im positiven Sinne einschlieBt, durch 

[tx] (i,k=0,1,2,!0; tk) 
so stellen z. B. die oo 


Wl Qa 2K't = — 


) Tae (z—-)’ 


eln Pagal der Differentialgleichung 
Cie ae 4 
dar, die aus der Caan sar sive ttn Betas fiir die angepenen 
Werte der a, 8, y hervorgeht. 
Das unbestimmte Integral 
— 
V 42(2 — 1)(z — 2) 


ist ein elliptisches Integral erster Gattung; durch die Substitution 


Bilis rN eh 


a 


verwandelt es sich in die Legendre-Jacobische Normalform (vgl. 
Nr. 6, S. 25 und Nr. 29, S. 109) 


eee 


—, 


Bey eee 
: ee oe were , 
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a dt 
J VA — e2)(4 — x) 


mit dem Modul 
k=Va. 

Die GréBen 4K und 2K'7 sind nichts anderes, als die sogenannten 
Periodizitatsmoduln dieses elliptischen Integrals; als Funktionen 
von x = k? aufgefaft, befriedigen diese also die Differentialgleichung (C), 
die zuerst von Legendre’) aufgestellt worden ist. 

Setzt man 

Hy 

t= K 3 
30 hat diese GroSe (der Quotient der Elemente eines Fundamentalsystems 
der Differentialgleichung (C)), wie man in der Theorie der elliptischen 
Funktionen zeigt, die Eigenschaft, da8 ihr Koeffizient von i stets, d.h. 
fiir jeden von 

0, 1, 00 
verschiedenen Wert von x wesentlich positiy ist. Der absolute Betrag von 

Oh eri 
ist folglich stets kleiner als Eins, und dieser Umstand bewirkt die Kon- 
vergenz der von Jacobi in die Theorie der elliptischen Funktionen ein- 
gefiihrten Thetareihen”). Mit Hilfe dieser Reihen hat Jacobi*) die 
folgende Darstellung des Moduls k durch den Quotienten 7 gegeben: 

Wiest + Dg ag? ten 2G Beeps es 
ee rey Rep abe meet 

sie lehrt, da® /k und folglich auch x eine eindeutige, nur fiir Werte 
von 7, deren Koeffizient von i positiv ist, definierte Funktion von 7 ist. 
Diese Funktion, die sogenannte elliptische Modulfunktion, entsteht 
also durch Inversion des Quotienten der Elemente eines Fundamental- | 
systems der Differentialgleichung (C)*). Sie bildet aber nur das erste Glied 
in der Reihe viel allgemeinerer eindeutiger Funktionen, die durch Inver- 
sion des Quotienten der Elemente eines Fundamentalsystems gewisser 
linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung des Fuchsschen Typus 
entstehen, und die, nachdem Fuchs zuerst auf dieselben hingewiesen hatte, 
1) A.M. Legendre’, Traité des fonctions elliptiques I (1825), S. 621f. 
2) C. G. J. Jacobi, Fundamenta nova theoriae functionum ellipticarum (1829), 
Werke I, (1881), S. 231, Gln. (1), (2). 

3) ebenda, S. 236, Gln. (10). 

4) Uber das Auftreten der Modulfunktion in, den nachgelassenen Schriften von 
C. F. GauB vergleiche man die im Bd. X, 1 (1917) der GauBschen Werke S. 173 ff. 
abgedruckten Fragmente ,Zur Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels“ und 
die zugehérigen Bemerkungen von L. Schlesinger, ebenda, S. 251 ff. 
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von Poincaré und Klein zum Gegenstande einer ausgedehnten Theorie, 
der Theorie der automorphen Funktionen, gemacht worden sind +). 

Wir geben hier nur noch die Entwicklungen der Elemente des zu 
x = 0 gehorigen kanonischen Fundamentalsystems der Differentialgleichung 
(C): 


woselbst 
Seale Mts an 2y — 1)? 
F442) =14>7{ LOG Dy te 
y=1L 
(LB ety eee od) Bake eat 
F,(3,4, 1,2) =4 Some ra phe Rive x” 
a A=1 


61. Die Klassenbeziehung. 


Durch die am Anfang der Nr. 50 angegebene Transformation (81) 
der abhangigen, und eine lineare Transformation der unabhangigen 
Veranderlichen hatten wir das Riemannsche Differentialsystem (E) 
auf das GauSsche (F) zuriickgefiihrt; das letztere erwies sich wieder 
als mit der Gau8schen Differentialgleichung (G) aquivalent. Wir kénnen 
also durch die vollzogene Integration der Gau8schen Differentialgleichung 
auch die Integration des allgemeinen Riemannschen Differentialsystems 
als vollzogen ansehen. Dasselbe gilt dann weiter von der allgemeinsten 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung des Fuchsschen Typus 
mit zwei im Endlichen gelegenen singularen Punkten, die wir uns gleich 
nach 0 und 4 verlegt denken kénnen, 

d?y ax +b dy ca +ex+f 

(20) 2 al aterm eLearn 
diese Differentialgleichung kann ibrigens durch eime einfache Transfor- 
mation unmittelbar in eine Gaufsche iibergefiihrt werden. Wenn nam- 
lich die zu x =0 und x =1 gehdorigen determinierenden Fundamental- 
gleichungen beide die Wurzel 0 haben, so mu8 ca?+ ex+f fir x =0 
und fir x = 1 verschwinden, dann hat also (30) schon die Form 


y =0; 


a? d 
(30a) ww — 1) 59 + (an +d) + ey =0 


emer GauSschen Differentialgleichung. Ist dies nicht der Fall, so sei A, 


1) Siehe den II. Band der ,Oeuvres“ von H. Poincaré (Paris 1917); vel. 
L. Schlesinger, Handbuch, Bd. II, 2, wo auch die einschlagige Literatur an- 
gegeben ist, und Fricke und Klein, Theorie der automorphen Funktionen I, 
1897; IH, 1912. 


aa 


Ree pets 


pease 


42) 


he 
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eine Wurzel der zu x = 0 gehérigen, A, eine Wurzel der zu x = 1 ge- 
hérigen determinierenden Fundamentalgleichung, so zwar, daB, wenn eine 
dieser beiden Gleichungen die Wurzel 0 hat, das betreffende A gleich 0 
genommen werden soll. Setzen wir dann 
y = x(a —A)oz, 

so genugt z wieder einer Differentialgleichung von der Form (30), in der 
aber jetzt die beiden zu x =0 und « =1 gehdorigen determinierenden 
Fundamentalgleichungen die Wurzel 0 haben, die also die Form (30a) der 


GauSschen Differentialgleichung annehmen muB ‘). 


Wir betrachten nun eine Funktionsmatrix 
ye ty on) 


9 
Yo, Veo 


deren Elemente nirgends unbestimmt und nur fir « = 0, 1, oo singular 


sind, und die beim. Uberschreiten der Querschnitte Jo, 1, (siehe Nr. 55) 


im positiven Sinne mit den Matrizen $29, $2, von links her komponiert 


wird. Schreiben wir dann der Einfachheit wegen w,, uv, fiir wi 1, Ux, 
so wird also V mit der Matrix 


/ 
& a 
y 

Uy Uy 


zu derselben Klasse (im Sinne der Nr. 48) gehéren. Es ist folglich 


wo G eine Matrix rationaler Funktionen bedeutet. Aus der Gleichung 


Uqithue 
G =( ) V 

Us Uy 
folet weiter, da die Elemente von CG keine anderen singularen Punkte 
haben kénnen als 0, 1,00; die Determinante u,u,— u,u, verschwindet 
namlich (Nr. 40) fiir keinen von 0, 1, 00 verschiedenen Wert von z, folglich 
: : : Uy Uy\—!. E : 
sind die Elemente der Matrix i. a in der Umgebung eines jeden 

i Zee. 

von diesen drei Punkten verschiedenen 2-Punktes holomorph. Umgekehrt 


Uy 


ist klar, dafi V mit (i 7 zu derselben Klasse gehort, wenn G eine Matrix 
2 U2 
irgendwelcher rationaler Funktionen, deren Nenner héchstens in x = 0,1 


verschwindet, mit nicht verschwindender Determinante bedeutet. Wir 


4) Durch die analoge Transformation wird eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung des Fuchsschen Typus mit den o singuléren Punkten a;....,a¢ m die 
Form 


ee oes + h(a) z 
iibergefiihrt, wo g(x), h(x) ganze rationale Funktionen von den Graden o —1 bzw. 
o— 2 bedeuten; vgl. L. Heffter, Dissertation, Berlin 1886, S. 5. 

Schlesinger , Differentialgleichungen. 16 


(@ — a) ** * (&@ — ag) 
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sagen nun von den Funktionssystemen ¢,,, ¢2; und (49, /29 selbst, daB 


sie mit u,,u, zu derselben Klasse gehéren; allgemein gehdért ¢,, 7, mit 
Uy, U, zu derselben Klasse, wenn 

0, = Ug + wh, 

2, = Ug + Ugh 

ist, und g, hk rationale Funktionen bedeuten, die an keiner von 0, 1, 00 
verschiedenen Stelle unendlich werden. Aus (31) folgt dann durch 
Differentiation und indem man uj’, uw, vermodge der Differentialgleichung 
(G) durch w,, vu, bzw. us, uy ausdriickt: 

01 = U8, + Uyh,, 

02 = Wn8y + Ugh, , 

wo auch g,, h, rationale Funktionen der bezeichneten Art sind, so daB also 


ie a A ke | c “| 
Vy Py Uy U3) \h hy 
wird. Damit ist der Klassenbegriff fiir Funktionssysteme auf den fiir 


Matrizen zurtickgefiihrt. Durch nochmalige Differentiation von (32) 
folgt, daf& auch 


(31) 


(32) 


oy = Ug. + Uyhy, 

02 = Un8. + Uyhy 
mit rationalen go, h, ist, und daraus schlieSt man weiter, daB ¢,, 9, ein 
Fundamentalsystem der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


lo 2 h | 
(33) re red OT 80) 
0” g hy 


bilden, die offenbar vom Fuchsschen Typus ist, und von der wir sagen 
wollen, dali sie mit (G) zu derselben Klasse gehért. Die Klassenbe- 
giehung zwischen den Differentialgleichungen (G) und (33) wird durch 
die Gleichung 
; g=ugtwh 

gegeben. Die Differentialgleichung (33) ist, wenn die Determinante 
gh, —hg, nicht identisch verschwindet, wirklich von der zweiten Ord- 
nung; dies ist im allgemeinen der Fall. Ware namlich identisch 
gh, — hg, = 9, und setzte man 


g h 
ol 1 
Bae EY 

g h 

so ware 
ug, + why = A(ug + wh), 

d. h. ein Integral von (G) wiirde dieser linearen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit rationalen Koeffizienten Geniige leisten. Das hatte 


zur Folge, da die Fundamentalsubstitutionen 2,, 2, die besondere 
Gestalt annehmen mii®ten, wonach sich jenes Integral von (G) bei den 


Soe 
ay 
va 


ea ee 
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Umlaufen um 0 und 1 nur mit einem konstanten Faktor multipliziert, 
und dies ist nur fiir ganz spezielle Werte der a, B, y méglich. 

In diesem Falle sagt man von der Differentialgleichung (G), da8 
sie reduzibel sei‘). 

_ Unter gewissen Bedingungen kann (33) wieder eine GauBSsche 
Differentialgleichung sein; wenn dies der Fall ist und die den GréfSen 
a, B, y entsprechenden GréSen in dieser Gaufschen Differentialgleichung 
die Werte a’, 6’, y’ haben, so muB jedenfalls 

e—2niy = e—2niy’ § e2ni(y—a—f) — e2ni(y'—a’—§’) ‘ 

e2nia — e2nio! ; e2nie — e2nip’ 
sein. Hieraus folgt aber, da die Differenzen 

Were Pie Bis ae 

ganze Zahlen sind. Die Gleichungen (32) stellen dann Beziehungen 
dar, die sich in Relationen zwischen gewissen GauSschen Reihen um- 
setzen lassen. Spezielle Falle solcher Relationen hat Gau8 in seiner 
zitierten Abhandlung von 1812 als ,,relationes inter functiones con- 
tiguas‘‘ aufgestellt. 


62. Behandlung eines speziellen Falles. 


Wir betrachten nun den besonderen Fall, wo 


n—1 ay) 
0 = ul iis ae 


ist. In diesem Falle ist die Differentialgleichung (33) wirklich eine Gau8 - 
sche. Um dies einzusehen, bemerken wir, dafi (33) durch 
or, al? 
(34) we, we 
2 yo) | wr) 
befriedigt wird, und daf diese Integralpaare, zufolge der allgemeinen 
Theorie, die zu den singuléaren Punkten 0, 1, © gehérigen kanonischen 
Fundamentalsysteme der Differentialgleichung (33) darstellen. Im allge- 
meinen kann die Differentialgleichung (33) auSer den singularen Punkten 
0, 1, o© noch andere singulére Punkte besitzen, diejenigen Punkte nam- 
lich, fiir die der Zahler der rationalen Funktion 
ghy Cae hg, ’ 
die in (33) den Koeffizienten von ¢’’; bildet, verschwindet. Da aber in 


1) Der Reduzibilititsbegriff wurde von Frobenius, Crelles Journal Bd. 76 
(1873), S. 236 ff. in die Theorie der linearen Differentialgleichungen eingefiihrt. Auf 
Systeme wurde er von Koenigsberger (Lehrbuch, 1889, 8.155) und Schle- 
singer (vgl. Vorlesungen, 1908, S. 105) tibertragen. Neuere wichtige Unter- 


suchungen iiber diesen Gegenstand hat A. Loewy angestellt. 
16* 
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der Umgebung solcher singulérer Punkte die Integrale ¢,, v, und folg- 
lich alle Integrale von (33) holomorph sind, kénnen es nur auBerwesent- 
lich singulare Punkte sein. Sind solche vorhanden, so ist zufolge der 
Fuchsschen Relation (Nr. 46, S.194) die Summe der Wurzeln der zu 
den Punkten 0, 1, o gehérigen determinierenden Fundamentalgleichungen 
nicht wie bei der Gaufischen Differentialgleichung gleich Eins, sondern 
gleich einer anderen ganzen Zahl. 
Nun gehort aber das erste Paar der Integrale (34) zu den Exponenten 
0; ha (iD) 5 

das zweite Paar zu den Exponenten 

0, rm cman tien (eae i 
das dritte Paar zu den Exponenten 

atn—i1, Bpin—1; 
die Summe dieser sechs Gréfen ist gleich Eins, so dai also fiir die Diffe- 
rentialgleichung, der 

Tae ee Deed 

Geniige leisten, das Auftreten von auferwesentlich singularen Stellen 
ausgeschlossen ist. Zugleich lehrt die angegebene Form der Exponenten, 
da®B jene Differentialgleichung wirklich eine GauB sche ist, in der an Stelle 


der. 
a, B, Y 
atn—1, ptn—1, ytn—14 
zu setzen sind. Die Differentialgleichung, der die u*—), u&—) und 
uberhaupt die (n—1)ten Ableitungen der Losungen unserer urspriing- 
lichen GauSschen Differentialgleichung (1) geniigen, lautet folglich 
d2y("—1) du(™—1) 
x(1 — x) Waa ie [y+ n—1—(a-+ B+ 2n—1)2]—,— 
(a+n—A)(B+n—1)ue—) =0, 
worin wir die abhangige Variable gleich als (n —1)te Ableitung von u 
durch u\"~!) bezeichnet haben. 
Multiplizieren wir nun!) diese Gleichung mit 
aytn—2(4 — p)ath—-vtn—2 | 
so kénnen wir sie in der Form 


d 
aE (arte (Dae aetna ley 


=(a'-+ n 1)(B + n—1)ar+n—2(4 — g)ath—7+n—1 y(n) 


schreiben. Differentiieren wir diese Gleichung (m—1)mal, so kommt 


*) ©. Jordan, Cours d’Analyse III (1896). S. 230; vgl. fiir das Folgende: 
Jacobi, Crelles Journal Bd. 15 (1836), Werke VI, S. 86ff. 


ge UCN Nl gt dae es eT, oe da TH os gas RR ATR aa So 
> ica" ~ Fe ar wae Sea : a ; : 
ie Ta he Cub be ae oy Pca : \ 
te Ny te veh ¥ Pet, 


EA, P)(4 \ 
t . rt rd 
i " 
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a 
FG fartnA (1 = Ber PT YT 
= (a $n — ANB +n — 1) POE arte a(t — yet rte tye Dy 


Setzen wir hierin der Reihe nach 
Bits. 7 Terai De a i 


¥ und multiplizieren die so entstehenden Gleichungen miteinander, so er-- 
_ halten wir 

at dk 2 

i Ase for +k —l (1 ent) Let Br thy ley 

© Saat ty (af k—A)BB + 1) (BH R—-A) A —ayten, 

{ Von dieser interessanten Gleichung werden wir jetzt in einem be- 


sonderen Falle eine wichtige Anwendung zu machen haben. 


ie oes 


63. Legendresche Polynome. 
Setzen wir in der Gaufschen Reihe 


a, B. hg aaa Hosni wT Ute creat 

Mt) =e 1.2---9- yy +1)- sega aly 

an die Stelle von f# eine negative ganze Zahl —k, so bricht die Reihe 
mit dem (k + 1)ten Gliede ab, sie stellt also eine ganze rationale Funk- 
tion k-ten Grades von x dar 2). 


Offenbar ist alsdann : 


dé a(a+41)---(a+k&—1)k! 
Sas Seat ete a 4)k. 
reed scarier eyes renee ae ae 
Setzen wir also in die am Schlusse der vorigen Nummer abgeleitete 
Gleichung fiir w diese abbrechende Gau8sche Reihe ein, so erhalten wir 


nach gehoriger Reduktion 


XY 


F(a, —k 
(a, ’ Y) x) dk 


= ly + 12: (y $e Dar 11 — 2)2 7 dt 
und indem wir a +k an die Stelle von a setzen, 
F(a +k, —k, y, ) 


Se PES * (arth 1(4 — g)atk—v\ . 


(Fie Een), 


~ Wy + t)--- (yt k—1)arA( — 2)” 

Nehmen wir hierin a = 1, y = 1, so ergibt sich 
4 ‘a* 

Fk + ahs as k, Ar; D) = k! dzk [ak (4 = x)F| : 


1) Wir sehen hier einen Fall, wo die Konvergenz der Reihe iiber den Bereich 
|x | <1 hinausreicht. 
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‘Diese spezielle ganze rationale Funktion k-ten Grades gentigt einer 
GauB8schen Differentialgleichung, in der 
Qk 1p =] hiya 
ist, die also die Form hat: 
d*u du 
a(i—ax) 7 + (1 — 22) Wea k(k + 1)u=0. 


Setzen wir hierin 


shee a ae ay 
so ist 
du 9 du d@u 4 d?u 
dz Gi Oke ee ate 
und allgemein 
du 
dz" =a (Ge gyn om ) 


die Differentialgleichung See nee die Form an: 
yes ~ 4 (hk + A)u =0, 


und ihr ganzes rationales Integral lautet: 


4—t 1 dk (/1 —t\* /14 t\* 
Ae aoe a ieee oy 
4 dk 
wee 
Man bezeichnet diese ganze Funktion k-ten Grades von ¢ gewohnlich durch 
X, und nennt sie ein Legendresches Moy AE oder auch eine Kugel- 
funktion k-ter Ordnung'). 

Die Kugelfunktionen sind in der Potentialtheorie von hervorragender 
Wichtigkeit; von ihren zahlreichen interessanten Eigenschaften wollen 
wir nur eine hervorheben, die aus der gegebenen Darstellung unmittelbar 

folgt. 


Bedeutet g(t) eine ganze rationale Funktion von t, und sind die 

samtlichen Wurzeln der Gleichung 

g(t) =90 
reell und zwischen den Grenzen a,b gelegen, so gilt, wie man durch 
Anwendung des Rolleschen Satzes sofort einsieht, das gleiche von den 
Wurzeln der Gleichung 

g(t) = 9 
und ebenso von allen folgenden abgeleiteten Gleichungen. Wendet man 
diese Bemerkung auf 


1) Vel. Vgl. fiir die Theorie dieser Funktionen: E. Heine, Handbuch der Kugel- 
funktionen Bd. I, (2. Aufl. 1878), wo auch Literaturangaben zu finden sind. 


Re: 


’ aie samtlichen Warzeln der Gleichung 


iewaae 4 


= Bide ae O 1) =0 


und zwischen —1 und +1 gelegen sind. 
_ Auf diese Eigenschaft der Legendreschen Polynome grindet sich 
ine -wichtige Anwendung derselben in der Lehre von der angenaherten 
serechnung bestimmter Integrale, wofiir man Gau8’ Abhandlung ,,Me- 
hodus nova integralium valores per approximationem inveniendi“ ver- 
ichen Td gnh) at eon . 


1) 1814, C. F. GauB’ Werke III, S. 163. 


Achtes Kapitel. 


Untersuchung der Integrale in der Umgebung eines 
Punktes der Unbestimmtheit. 


64. Differentialsysteme vom Range Eins. Normalreihen. 


Wir haben uns bisher vorwiegend mit dem Falle beschaftigt, wo 
die Integrale einer Differentialgleichung oder eines Differentialsystems 
entweder in der ganzen Ebene keinen Punkt der Unbestimmtheit besitzen, 
oder doch in einem singuléren Punkte, auf dessen Umgebung sich dann 


die Untersuchung beschrinkte, nicht unbestimmt werden. Die ent- 


wickelten Methoden haben uns iiber das Verhalten eines Integrals in 
der ganzen Umgebung eines solchen singularen Punktes erschépfenden 
Aufschlu8 gegeben und uns zugleich analytische Ausdriicke geliefert, die 
zur Wertberechnung fiir Punkte dieser Umgebung geeignet waren. 
Wenn wir uns jetzt dem Falle zuwenden, wo die Integrale einer Diffe- 
rentialgleichung in einem singuléren Punkte unbestimmt sind, so miissen 
wir vorweg bemerken, dafi bei dem gegenwartigen Stande der analytischen 
Forschung eine gleich befriedigende Behandlung dieses Falles nicht még- 
lich ist. Neben der bereits erwihnten Methode der unendlichen Deter- 
minanten spielt hier die Betrachtung gewisser divergenter Reihen, 
die dem Differentialsystem formal Geniige leisten, eine hervorragende 
Rolle, namentlich seitdem Poincaré nachgewiesen hat, dai solchen 
Reihen eine analytische Bedeutung als asymptotischen Darstellungen 
zukommt. Da diese Darstellungen besonders auch in der angewandten 
Mathematik von Wichtigkeit sind, wollen wir uns mit ihnen in diesem 
Kapitel beschaftigen, indem wir sie fiir einige klassische Beispiele erdrtern. 

Wir nehmen an, da® die zu betrachtende Unbestimmtheitsstelle 
des linearen Differentialsystems 


dy 
(A) = Yidin + Y2Q2x (k=1, 2) 


der unendlich ferne Punkt sei. Der Fall einer im Endlichen gelegenen 
Stelle =a kann ja stets durch die Substitution 


‘aurdekgefiihrt werden. % 
r cave 46 eee gezeigt, dab die Lisungen von (A) im Punkte 


1 2 
A a?) 


rigs) a 2 


w | 


1an sagt dann, das System (A) sel fir z= co vom Range Eins. 
___ Fiir die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 2 A 


oat a A = 40) (2) 
a | ae ae +“a 4-4 | 


und zwar ware die foe ne in derselben Bamehune von x = 00 kon- 


t 


e() 
Weieredl aot). oe 
Te hs Ue ie, vain 
An befriedigen. Setzen wir | on “a 
; ev ‘i 
(3) uy = ior (.@ 4% 4 — ae as ay . 


$0 ergibt sich, wenn wir die Ausdriicke a in (A) einsetzen, nach Division 
mit e%?: 


vf 


Be; ae = Uy (Ay, — Oi) + UgGe; 
ae (4) 

ait f dij 

pe x Te = UyAyg + Ug(Ag2 — ai) - 


Wir wahlen nun a,, a, als Wurzeln der sogenannten charakte- 
ristischen Gleichung 
(3) | A — Ja| =0 


und versuchen, das System (4) durch Ausdriicke von der Form (3) zu 
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befriedigen. Um die Berechnung der @,, «(”) méglichst einfach zu gestalten, 
wenden wir die folgende Transformation an. 

Berechnen wir aus den Gleichungen 

(6) Pi (A — 6,,.0;) + Pio(ahP — %,4,) = 9 a, 
die vier GréSen py, so ist ihre Determinante | P | von Null verschieden, 
wenn wir voraussetzen, da&® die charakteristische Gleichung 
(5) zwei verschiedene Wurzeln q,, a, hat. Es ist dann 

de a, 0 

(7) PAOp— — & ae 
In (A) setzen wir nun 

(8) Ye = Z1pik + Zepax , 
dann befriedigen (gema8 der Derivationsformel (D) der Nr. 39) 2, 25 
ein Differentialsystem mit der Koeffizientenmatrix PAP‘. Setzen wir 
also 


PAMP—! = BY) (GaP) 

und beachten (7), so lautet das Differentialsystem fiir z,, 29: 
dz re by 
(A’) ap es Oy, Zp alk; ral e a Aud ; a Zo ee — Ps | 5 (k=1, 2} 


Hierin machen wir nun (2) und (3) entsprechend den Ansatz 


1) 
cf 
5% ¢ 0 ak 
Zip = OO, Viq = aE ( ot ea Stevan ) ) 


wo dann gemaf den Transformationsformeln (8) 


(9) Y=ZP, U=VP, E®™ =Ce)p 
ist. Fir die ,, ergeben sich die Gleichungen 
dy; bo) () 
7 = Pn Op 0) vas a Swati ) Bie oe =i 0 ‘i 


aus denen nach Einsetzen der Ausdriicke fiir die »; und Division mit 2% 
« a co cl) Ca) be) 
D (0,7) ce a ae eee a 
ne a ak k 1} op tk pees n=0 24 Poss ia 
folgt. Die Vergleichung der absoluten Glieder lefert dann 
(a, Pay a4) co) =0 ’ 
also ¢ —0 fir i+’, wahrend natirlich c(, c\9) von Null verschieden 
sein miissen. Die Vergleichung der Koeffizienten von x | ergibt weiter 


el) = (a, — a,) eG) + of?) bt) + ff) bY), 


also fir k =1 

Or Bi; i 
Die c(9), ci} bleiben willkirlich, wir kénnen sie z. B. gleich 1 wahlen. Fiir 
i-— k finden wir insbesondere 
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re 

poe 
a; — Ox 

Die Vergleichung der héheren Potenzen von x? liefert dann Rekursions- 

formeln fir die tbrigen c‘). 

Auf diese Weise sind dann die z, und damit gemaB (9) auch die y;, 
so bestimmt, daf die Ansatze (2) dem Differentialsystem (A) formal 
Geniige leisten. Aber diese formelle Analogie zu dem Falle der Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung («) versagt nach der quantitativen Seite 


hin. Es zeigt sich némlich, da die gefundenen, nach fallenden Potenzen 
(v) 
von x fortschreitenden Reihen yo im allgemeinen fiir keinen end- 
: y=0 a” 
lichen Wert von x konvergieren. 
Um das einzusehen, betrachten wir als Beispiel die Differential- 
gleichung +) 


dy y\ dy Bo 
(10) gat (at slat Bu=o, 
die dem System 
d 
a Yu, 
dy a 
a = Z Y (a, a Yo 
aquivalent ist. Setzen wir in (10) 
a Uae Beet t 
(14) oh Ra eee og ? 
so finden wir die Rekursionsformel 
fe,(v(y + 1) — vag + Bo) — (vy + 1) aye41 =0, (v=0/12..) 
der Gliederquotient der Reihe (11) lautet also 
CT ey ec a ); 
epee Cee A a "say ve ae 


er wachst fiir jeden endlichen Wert von x mit v ins Unendliche, die Reihe 
(41) ist also bestandig divergent. 

Analoge Entwicklungen, wie wir sie fir den Rang Eins, d. h. fiir die 
Form (1) der Koeffizienten a, gefunden haben, gelten auch, wenn die 
a; in der Umgebung von x = © die allgemeine Form 

QQ) 


(12) a, = al oP + --- 4a) +—— +--+ in inf. 


besitzen. Man sagt dann nach Poincaré, das System (A) sei fir x = 00 
vom Range p+ 1. Lat man sich wieder von den fir eine Differential- 
gleichung erster Ordnung 


1) Vel. Picard, Traité III (1896), S. 280. 
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(1) 


Le) — y(a—nw Peetu Cy ele “ i ee IN int. 


dx | 
sich unmittelbar darbietenden Ergebnissen leiten, so kommt man zu 
dem Ansatz 


a Pt sy ld ei ee 
(13) yx =e p+ x a is +--+ in int.) 
Man findet zunachst, ‘daB alt), ee ‘der ‘charakteristischen Gleichung 
(43a) | A+) — Ia| =0 
geniigen mussen, und wenn diese Gleichung verschiedene Wurzeln hat, 
so ergibt: sich eine vollkommene Bestimmung der tibrigen in (413) auf- 
tretenden Gro8en durch die Forderung, da& die Ausdriicke (13) dem 
r) ely) 


System (A) formell geniigen sollen. Aber auch hier sind die Reihen 2 ca 
y=0 


im allgemeinen divergent. Man nennt die Ausdriicke (13) nach L. W. 
Thomé!) Normalreihen, und in den besonderen Fallen, wo sie kon- 
vergieren, Normalintegrale vom Range p+ 1. Wenn die charakte- 
ristische Gleichung eine doppelte Wurzel hat, so treten an die Stelle von 
(43) Ausdriicke anderer Art, indem nadmlich im Exponenten von e statt 
der ganzen, gebrochene Potenzen von x, und an Stelle der nach fallenden 
Potenzen von x fortschreitenden Reihen, ganze rationale Funktionen von 
logx auftreten, deren Koeffizienten nach fallenden Potenzen von z fort- 
schreiten. Man spricht dann nach Fabry?) von anormalen Reihen 
bzw. von logarithmischen Normalreihen. 


65. Differentialgleichung zweiter Ordnung. Riccatische 
Differentialgleichung. 

Eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, deren Koef- 
fizienten sich im Punkte vw = o0 wie rationale Funktionen verhalten, hat 
die Form 

(14) D(u) = #u"' + xp’ + pau =0, 
wo in der Umgebung von x = 00 


Pa = Ont” + dy aah pas dy eh 
(45) 
Ba Bet? te Beate tte a aay eee eee 


ist. Fir m =n =0 haben die Integrale in 4 = o0 keinen Punkt der Un- 
bestimmtheit. Der nachsteinfache Fall ware der, wo ein partikulares 


1) Thomé, Crelles Journal Bd. 83 (1877), S. 89. 
2) C. Fabry, Théses, Paris 1885. 
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Integral vorhanden ist, das in = oo nicht unbestimmt wird. Dieses 


mute dann in der Form 
— (16) i = or Dee 
k=— om 
darstellbar sein, und man kann durch Einsetzen dieser Entwicklung in die 
Differentialgleichung leicht die Bedingungen dafir aufstellen, da® eine 
solche, der Differentialgleichung formal gentigende Entwicklung existiert. 
Bildet man namlich wie in der Nr. 42 die charakteristische Funktion 
D(xe) = xed'fi(o) a, 
so erhalt man die Rekursionsformel 
2 caahsalt — A)=0, 
wo y alle Werte von — co bis zu der groferen der beiden Zahlen m, n 
durchlauft. Fir diesen gro8ten Wert von y ergibt sich, da c) | 0 voraus- 
zusetzen ist, 
wenn m> 7 ist, fal(r) = fa =0, 
fund wenn n = mist, fn(r) =ran't+ prn=0; 
soll also eine Entwicklung der Form (16) vorhanden sein, so mu m <n 
sein, und in diesem Falle st68t die Berechnung der Koeffizienten c, auf 
keine weiteren Schwierigkeiten. Aber die so formal hergestellte Reihe 
(16) ist nicht notwendig konvergent; das zeigt das Beispiel (10) der Nr. 64. 
Die Aufstellung der Bedingungen fiir die Konvergenz ist recht umstand- 
lich+), wir gehen nicht darauf ein und wenden uns zu dem Falle m> n. 
Man kann dann ?) 
n=p+i, m=2p+2 
setzen, wo p eine nichtnegative ganze Zahl bedeutet, und erhalt fir (14) 
die Form . 
(17) w'” + (Pr(@) + gi) w' + (per(2) + ge)u = 90, 
WO @,(£), Pop(Z) ganze rationale Funktionen vom p-ten bzw. 2p-ten 


Grade in 2, 93, J, in der Umgebung von x = © holomorph sind und fir 


x = oO verschwinden. 


Setzt man 
(18) Yy=U, Yg= ux PU, 
so ergibt sich das Differentialsystem: 
ze aa iP Ys ? 
ee dys P 
icp auee ie (v» ae fr ats a) Y2,— &-P( ep + Gz) yi, 


1) Von neueren Untersuchungen tiber diese Frage nennen wir UO. Perron, 
Mathem. Annalen 70, 1911, S. 1; E. Hiilb, ebenda 82, 1921, S. 40. 
2) Vel. Poincaré, Amer. Journal of Math. VII (1885), S. 203fff. 
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das fir x = 0 vom Range p+ 1 ist. Wir sagen dann auch von der 
Differentialgleichung (17), sie sei fir «= oo vom Range p + 1. 
Von dieser Differentialgleichung gehen wir) durch die Substitution: 


me 


(20) y= rp ee eee pf ty de 


in bekannter Weise zu einer Riccatischen Differentialgleichung fir y 
iiber. Diese lautet nach Division durch 2? 


1 
dy 4 1 (;) 
i Sit ae i pp (£) + ae Waite | y 


wir schreiben sie in der Form 


5 paola) + @2 (3) 05 


a 1 ek \ 


; Vie 
(+ Wake beet) =0, 


wo also 6, &) die Koeffizienten der héchsten x-Potenzen in ,(£), Y2p(£) 
sind und die in Klammern stehenden Reihen in einer gewissen Umgebung 
von x = © konvergieren. Um auch die analoge Form der Riccatischen 
Gleichung in der Umgebung eines im Endlichen gelegenen singulaéren 
Punktes a vor Augen zu haben, setzen wir 

1 

Os Psy 4 

dann lautet die Differentialgleichung fiir y als Funktion von € in der Um- 
gebung von € =a: 


d 
(22) Co Esp log = Oe aye ee 


Teor ere gave) een 

Wir sehen hier den Unterschied gegen den in der Nr. 45 (S. 186) 
behandelten Fall der Riccatischen Gleichung in dem Exponenten der 
mit der Ableitung der unbekannten Funktion multiplizierten Potenz von 
&— a; dort war dieser Exponent gleich Eins, hier ist er, da p= 0 ist, 
mindestens gleich Zwei; dort waren die Integrale im singularen Punkte 
€ =a nicht unbestimmt, hier ist dagegen & =a stets eine Stelle der 
Unbestimmtheit fiir die Integrale, da « = o eine solche Stelle fiir alle 
Integrale von (17) ist. 

In dem in der Nr. 45 behandelten Falle (der aus (22) fiir p = —1 
hervorgeht) fanden wir im allgemeinen (d.h. wenn die Differenz der 
Wurzeln der determinierenden Fundamentalgleichung keine ‘ganze Zahl 
war) zwei in der Umgebung von € = a holomorphe Integrale. — Sehen 


1) Poincaré a. a. O.; Horn, Crelles Journal, Bd. 118 (1897), S. 257 ff. 


aay 


Freee a 
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wir zu, ob wir im Falle p => 0 die Differentialgleichung (22) auch durch 


_ eine nach positiven ganzen Potenzen von é—a, also die Differential- 


gleichung (21), auf die wir wieder zuriickgehen wollen, durch eine nach 
positiven ganzen Potenzen von x? fortschreitende Reihe 


4 fe, 
Ube 8) r Ave v252 Wes 
formal befriedigen kénnen. 


Setzen wir diese Reihe in (21) ein, so kommt 


4 4 / 4 % 
oo Vi ga — 2%2 38 4 (vot net | 
4 1 4 
+(ro+ 5+ °° )(60+ a5 lhe beet <0. 


Denken wir uns nach Potenzen von x geordnet und die einzelnen 
Koeffizienten gleich Null gesetzt, so finden wir als erstes Glied der zur 
Bestimmung der y, dienenden Rekursionsformel: 


Maar Yo00 + & = 0. 
Es mu8 also yy eine Wurzel der quadratischen Gleichung 
(23) Qe" + 690 + & = 9 
sein, die, wie man sofort erkennt, mit der charakteristischen Gleichung 
(13a) fiir das Differentialsystem (19) tibereinstimmt, und deren Wurzeln 


wir durch c,, cz bezeichnen wollen. Als zweites Glied der Rekursions- 
formel ergibt sich 


2Yo¥i 4 YoO1 V0 Ee == 0, 


woraus 
Saal YoO1 + €1 
(24) ie Qy + dp 
folgt, wenn 
» 29 + 0 + O 


ist. Das letztere ist stets der Fall, wenn c, + ¢, ist; wir setzen auch hier 
voraus, da8 dies eintritt, d.h. daf& die beiden Wurzeln der cha- 
rakteristischen Gleichung voneinander verschieden sind. 

Unter dieser Voraussetzung ist auch die Berechnung der folgenden 
y, ohne Schwierigkeit méglich; wir erhalten also, entsprechend den beiden 
Wurzeln c,, ¢,, zwei Reihen 


£ 4 
Gass Cian Var ts eet Sy ests 
Ys = fo Yai g 1 Vee gs fate t) 


die der Riccatischen Differentialgleichung (21) formal Geniige leisten. 
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Diese beiden Reihen sind aber im allgemeinen divergent. 


Wir bemerken, da analoge Betrachtungen auch fiir eine beliebige 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form 


d 
(apr? = fy) 20 


angestellt werden konnen, wo f(&, y) eine rationale Funktion von y be- 
deutet, deren Koeffizienten in der Umgebung von =a holomorphe 
Funktionen sind. Da die Prinzipien, die bei der Behandlung dieser all- 
gemeinen Differentialgleichung zur Anwendung kommen, im _ wesent- 
lichen dieselben sind, wie bei der Untersuchung der Riccatischen Diffe- 
rentialgleichung (22), so werden wir uns darauf beschranken, diese Prin- 
zipien an dem Falle der Riccatischen Differentialgleichung zu erlau- 
tern und verweisen fiir die allgemeine Frage auf die Arbeiten von Briot 
und Bouquet), Poincaré ?), Fuchs) und Horn 4). 

Von den Reihen (25) kénnen wir durch die Substitution (20) zu 
Ausdriicken iibergehen, die der linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung (17) formal Geniige leisten. 

In der Tat erhalten wir durch formale Ausfiihrung der durch die 
Gleichungen 


Hee of Muga (11,2) 
angedeuteten Rechnungsoperationen die beiden Ausdriicke 
cy 
nr ON gPti 4- Done 
Petia Vip ie 4 4 
ee aire a OP hla Sie Lan = oh sa mie eae 
(A=1, 2) 


die in (17) fiir u eingesetzt diese Differentialgleichung befriedigen, aber im 
allgemeinen sind die formal hergestellten Reihen 


{ 4 
(27) Loti, +leat-: 


fir keinen endlichen Wert von x konvergent, sie entsprechen den fiir 
das System vom Range p + 1 aufgestellten Normalreihen (13) der Nr. 64. 


1; Briot et Bouquet. Journal de l'Ecole Polytechnique, Cah. 36 (1856). 
*) H. Poincaré, ebenda, Cah. 45 (1878). 

*) L. Fuchs, Berliner Sitzungsberichte 1886, Werke II, S. 391. 

*) J. Horn, Crelles Journal, Bd. 119 (1898). S. 196, 267. 
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66. Begriff der asymptotischen Darstellung. Differentialgleichungen | 
vom Range Eins. Angeniherte Differentialgleichungen. 


Wie bereits bemerkt, hat Poincaré) gezeigt, daB den divergenten 
Reihen, die einer Differentialgleichung formal Geniige leisten, obwohl 


sie im gewéhnlichen Sinne keine Integrale definieren, doch eine analy- 


tische und praktische Bedeutung zukommt. Diese Bedeutung beruht 


auf dem folgenden Begriffe. 


Es sei 
A 1 sari 
My + 07 de 73 + + in inf. 


eine divergente Reihe, f(x) eine in der Umgebung von x = 00 wohldefi- 

nierte Funktion, fiir die der Punkt x = oo eine Unbestimmtheitsstelle ist. 
Wir setzen 

Ay an | Yn 


fl) =a ++ 3+ -°-+ 04 


dann moge fur jedes positive ganzzahlige n 

) lim yn = 0 

sein, wobei das lim-Zeichen (wie auch stets im folgenden) so zu verstehen 
ist, daB x als reelle positive Gré8e dem Unendlichen zustrebt. Man sagt 
dann nach Poincaré, daw jene divergente Reihe die Funktion f(z) 
asymptotisch darstellt, und schreibt dies: 


4 4 
}(@) = a 4 Or Ca ae i: 


Es bestehen dann die unendlich vielen Gleichungen: 


lim (f(%) — ap) a=) 
lim 2 (f(2) — ay —“!) = 0, 
lim 2° (f(2) — a) —“t—---— 5) =e 


die zeigen, in welchem Sinne die Partialsummen der divergenten Reihe 
zur angendherten Berechnung von /(x) fir grofe positive Werte von x 
benutzt werden kénnen. 


1 H. Poincaré, American Journal, Bd. VII (1885), Acta Mathematica, 


Bd. VIII (1886); diese beiden Abhandlungen, sowie die Arbeiten von J. Horn, 


Mathematische Annalen, Bd. 49 (1897), S. 453, Bd. 50 (1898), 8.525 bilden die 
Grundlage der folgenden Untersuchungen (bis Nr. 71 einschlieBlich). 


Schlesinger, Differentialgleichungen. 7 
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Eine derartige analytische Deutung gewisser divergenter Reihen 
findet sich auch schon in alteren Untersuchungen. Z. B. tritt im Art. 29 
der oft erwahnten GaufSschen Abhandlung iiber die nach ihm benannte 
Reihe'), eine solche divergente Reihe auf, deren Koeffizienten die soge- 
nannten Bernoullischen Zahlen sind, und die mit der von Gau8 durch 
H(z) bezeichneten Funktion (von der weiter unten noch die Rede sein 
wird) in Beziehung gesetzt wird. GauB8 sagt daselbst iiber die Anwendung 
solcher divergenter Reihen: ,,Ceterum negari nequit, theoriam talium 
serierum divergentium adhuc quibusdam difficultatibus premi, de quibus 
forsan alia occasione pluribus commentabimur.‘“‘ Gauf ist auf diese 
Frage weder in den von ihm veréffentlichten, noch in seinen nachge- 
lassenen Arbeiten zuriickgekommen; die oben wiedergegebene Poincaré- 
sche Definition der asymptotischen Darstellung diirfte aber wohl die 
von Gaufi gefiihlten Schwierigkeiten in der Theorie jener divergenten 
Reihen beseitigt haben. . 

In bezug auf die Reihen (25) ergibt sich nun aus den Untersuchungen 
von Poincaré das folgende Resultat: 

Wenn « in einer bestimmten Richtung ins Unendliche geht, so gibt 
es stets ein Integral der Riccatischen Differentialgleichung (21), das 
durch eine dieser Reihen asymptotisch dargestellt wird. Andert man 
jene Richtung, so stellt die betreffende Reihe im allgemeinen immer ein 
anderes Integral asymptotisch dar. In ahnlicher Weise stellen die Reihen 
(27) gewisse, durch die Ausdriticke 

ys 
saa gett oo Yipt : 
e PA Ia 
dividierte Integrale der Differentialgleichung zweiter Ordnung (17) asym- 
ptotisch dar, wenn xin einer bestimmten Richtung ins Unendliche einriickt *). 

Wir werden diesen Satz nicht allgemein, sondern nur an einem Bei- 
spiele beweisen; der Gang der Untersuchung wird aber an diesem Bei- 
spiele derselbe sein wie der, den Poincaré im allgemeinen Falle befolgt 
hat. 

Um zu diesem Beispiele zu gelangen, nehmen wir zunachst die Zahl 
p =0, also den Rang der Gleichung (17) gleich Eins; dann reduzieren 
sich die ganzen Funktionen @,(x), 2,(x) auf Konstanten, und die Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung hat die Form 

2 
(28) Get (0+ O54 --)gt(etagt je =o. 


hy 
1) GauB’ Werke Bd. III, S. 152. 
”) In bezug auf die Bedeutung der formalen Ausdriicke (26) selbst vgl. die 
Abhandlung von L. W. Thomeé, Crelles Journal, Bd. 124 (1902), S. 152. 
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Die formalen Ausdriicke (26) lauten jetzt 


Cx 4 
(26a) © —e pete (2 + Ly, Sag hc ) k (A=1, 2) 
und nach (24) ist 
pee 04 + ey } 
(24a) v1 =— Sreade (1=1, 2) 


Die Bedeutung des Poincaréschen Satzes fiir die Anwendungen _ 
1a8t sich an diesem Beispiele deutlich machen. Wirde man durch eine 
physikalische Aufgabe auf die Gleichung (28) gefiihrt werden und handelte 
es sich um die Bestimmung der Lésungen dieser Gleichung fiir sehr groBe 
Werte von x, so wiirde der Physiker, nachdem er erkannt hat, da8 ihm 
die exakte Integration dieser Differentialgleichung wesentliche Schwierig- 
keiten bereitet, etwa folgendermaBen schlieBen. Wenn z sehr groB ist, 


riage § 4 
so ist = und um so mehr eine héhere Potenz von : sehr klein, man kann 


also die mit Potenzen dieser Gro8e multiplizierten Glieder vernachlassigen 


und erhalt dadurch die ,angenaherte Differentialgleichung* 


d?u du 
(29) dat + Oo an + E_u = 0; 


diese hat konstante Koeffizienten, ihre ,,charakteristische Gleichung“‘ 
oF + 009 + & =0 


hat die Wurzeln Cy, Cg, also lautet das allgemeine Integral 


yrer® + gee , 
Wo 71, y2 Willkirliche Konstanten bedeuten. Die Lésungen e%*, e®* 
der angenaherten Differentialgleichung sind also hier die Exponential- 


_ faktoren in den formalen Ausdriicken (26a), die der urspriinglichen 


Gleichung (28) geniigen. Nun ist man daran gewdhnt, ohne wei- 
teres anzunehmen, daf eine Lésung einer angendherten Differential- 


gleichung, die man aus einer gegebenen Differentialgleichung durch Ver- 


nachlassigen gewisser hdherer Potenzen des Inkrements in deren Koef- 
fizienten erhalten hat, auch eine Annadherung an die durch dieselben 


_ Anfangswerte bestimmte Lésung jener gegebenen Differentialgleichung 


darstellt. Dies ist auch in der Tat der Fall, wenn die Lésungen der ge- 
gebenen Differentialgleichung in der Umgebung des Punktes, auf den sich 
das Inkrement bezieht, in konvergente Potenzreihen entwickelbar sind, 


_also stets, wenn dieser Punkt kein singulaérer oder wenn er eine Singu- 


laritat ist, wo die Integrale nicht unbestimmt werden‘). Ganz anders 
liegt die Sache aber in dem Falle, wo der betreffende Punkt, wie in dem 
hier betrachteten Beispiele der Punkt x = oo, ein Punkt der Unbestimmt- 
heit fiir die Integrale ist. Dann kénnen allerdings die Lésungen der ange- 


1) Vel. fiir reelle Werte der Veranderlichen die Nummern 3 und 5. 
alee 
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naberten Differentialgleichung nach dem Poincaréschen Satze auch 
angendherte Werte der Lésungen der urspriinglichen Differentialgleichung 
liefern, aber angendherte Werte anderer und anderer solcher 
Lésungen, je nach der Richtung, in der die unabhangige 
Variable in den betreffenden Punkt einrickt. 


67. Laplacesche Differentialgleichung. Integration 
durch bestimmte Integrale. 


In die Klasse der Differentialgleichungen vom Range Eins gehort 
die Differentialgleichung 


dl? d : 
(dy + 628) Gea + (a1 + bf) ge + (to + bo 6) u =, 


WO do, 24, og, 9, 6}, bg Konstanten bedeuten, und die die Laplacesche 
Gleichung genannt wird). Um sie direkt als speziellen Fall der 
Gleichung (28) erscheinen zu lassen, setzen wir 


A ate be é Tatns 
wodurch die Laplacesche Differentialgleichung die Form 
au du 
D,(u) = 2 axe + (9% + 0) AS +- (Eox + €) 10 5 


oder nach Division durch x die Form: 


du 6,\ du | 
(30) Ta + (o ‘ ae + (e0 4 a) = () 


2 


annimmt, Wo do, 04, €9, €; Konstanten bedeuten. Es ist dies also gleichsam 
der einfachste Fall der Gleichung (28) nachst dem Falle der Differential- 
gleichung (29) mit konstanten Koeffizienten. An diese Gleichung (30) 
wollen wir unsere weiteren Betrachtungen ankniipfen. 

Die singularen Punkte der Differentialgleichung (30) sind x =0 
und x = 0. In der Umgebung von x = 0 schreiben wir die Gleichung 
in der Form : 

Pui dot +06, du | «(et + &) 

dx? gi a MdTR TE COM LAPEER TG 
die Gestalt der Koeffizienten lehrt also, daB x =O kein Punkt der Un- 
bestimmthcit fir die Integrale ist. Die determinierende Fundamental- 
gleichung 


men) 


e(e — 1) + ed, = 0 


1) Laplace, Théorie analytique des probabilités (1812), Livre I, premiére 
partie; vgl. Jordan, Cours III (1887), S. 253ff.; Schlesinger, Handbuch I, 
S. 409 ff. 


ath ee 


Lk aed See 
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hat die Wurzeln 0 und 1 — 6,. Es sei 1 — 6, keine ganze Zahl; dann haben 
die zu x = 0 gehorigen kanonischen Integrale die Form 


Ay + Ay + Ag? + +--+, 
t1—A(by + bye + ber? + ---). 

Diese Reihen konvergieren nach der allgemeinen Theorie (Nr. 36) 
innerhalb einer sich bis zum nachsten singularen Punkte hin erstreckenden 
Umgebung von « = 0; dieser nachste Punkt ist aber 2 = oo, die Reihen 
konvergieren also bestandig, d.h. fiir jeden endlichen Wert von x 
Das eine Integral ist demnach eine ganze transzendente Funktion 
von x, das andere eine ebensolche Funktion, multipliziert mit einer Potenz 
von x. Die Koeffizienten dieser Reihen sind mit Hilfe der allgemein auf- 
gestellten Rekursionsformel leicht zu ermitteln, die Integration der Diffe- 
rentialgleichung (30) kann aiso als vollzogen angesehen werden. 

Aber abgesehen davon, da uns diese Differentialgleichung als 
Paradigma fiir die Untersuchung der Integrale in der Nahe von x = oo 


_dienen soll, sprechen auch noch praktische Griinde dafiir, bei der erlangten 


Darstellung eines Fundamentalsystems nicht stehen zu bleiben. Differen- 
tialgleichungen von der Form (30) kommen in den Anwendungen sehr 


_ haufig vor und in der Regel handelt es sich um die Untersuchung ihrer 


Losungen fir sebr groBe Werte von x. Fir soleche Werte konvergieren 
die aufgestellten Reihen aber sehr schlecht, d.h. man muB sehr viele 
Gheder nehmen, um einen einigermafen angenaherten Wert zu erhalten. 
Darum hat schon Laplace selbst eine Darstellung der Losungen der nach 
ihm benannten Differentialgleichung durch bestimmte Integrale von der 
Form 
(31) S w(z) edz 
L 


gegeben und wir wollen jetzt zu dieser Darstellung zu gelangen suchen 
durch Anwendung einer Methode, die der in den Nummern 57—60 fur 
die GauBsche Differentialgleichung entwickelten analog ist, und gleich 
dieser auf beliebige lineare Differentialgleichungen mit rationalen Koef- 
fizienten tbertragen werden kann. : 

Wir setzen das Integeal (31), wo w(z) eine noch zu bestimmende 
Funktion von z (Dichtigkeitsfunktion), L einen ebenfalls geeignet zu 
bestimmenden geschlossenen Integrationsweg in der z-Ebene bedeutet *), 
in die linke Seite D,(u) der Laplaceschen Differentialgleichung ein, 
dann ist 

(32) Di(f w(z) edz) =f w(z) Dz(e*)dz . 

L Ei 


1) Wir bemerken iibrigens, da8 das Integral (31) durch einen einfachen 
Grenziibergang aus dem Integrale (17) der Nr. 57 (S. 227) erhalten werden kann. 
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Der Ausdruck 


Dz(e**) = x2 e + (dot + 01) 2e* + (Et + 8) e% 
kann in folgender Weise umgeformt werden: 


Dz(e*) = (642 + &) e* + (2? + 692 + &) xe 
= (0,2 + &) e* + (27 + O92 + & ) a 
Setzen wir nun den homogenen linearen Differentialausdruck erster 
Ordnung mit der unabhangigen Variabeln z 
(2? + bz + £6) + (62 + 4) = 4,(), 


so haben wir die der Gleichung (20) der Nr. 57 (S. 227) analoge Gleichung 
| D,(e*) = 4,(e*) , 
wodurch (32) in 


(33) D,\f w(2) edz) = f (2) 4,(e*) dz 
‘ L L 
tbergeht. 


Wir fassen nun 4,(¢) als homogenen linearen Differentialausdruck 


zweiter Ordnung auf, in dem der Koeffizient der zweiten Ableitung 
gleich Null ist. Dann lautet nach den Regeln der Nr. 56 der zu 4,(¢) 
adjungierte Differentialausdruck: 


wo 

q=2+ 0%+ & r=d%+ & 
zu nehmen ist, und der begleitende bilineare Differentialausdruck ist 
einfach 


A,(¢, W) = gow. 
Durch Anwendung der Lagrangeschen Identitat 
; d 
wA,(¢) ap 04,(w) ae dz (qew) Pd AT 


auf den auf der rechten Seite der Gleichung (33) unter dem Integral- 
zeichen stehenden Ausdruck, verwandelt sich diese Gleichung in 


D,( J w(z) edz) =f e A,(w) dz abies (ge*w) dz. 
L L L 


Das Integral (31) wird folglich eine Lésung der Differentialgleichung 


(30) oder 
Do (iO 


darstellen, wenn w(z) als Lésung der Gleichung 


(34) Aw) =0 


Se 
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und L so gewahlt wird, daB 
d 
(35) { o, (gerew) dz = 0. 
L 


68. Bestimmung der Dichtigkeitsfunktion und des 
Integrationsweges. 


Die Integration der Differentialgleichung (34), die Poincaré die 
Laplacesche Transformierte von (30) nennt, 1a8t sich ohne Schwie- 


-rigkeit vollziehen. Diese Gleichung lautet namlich 


d(qw) 
Wei eg tm 
woraus sich 
dlog(qw) or 
ee aii 


9 


also durch Integration 


fiw 
w = const. i Paros Oe 
ergibt. Die singularen Punkte der Differentialgleichung (34) sind die 
Wurzeln c,, c, der Gleichung 
G = 2 + Oo + & = 0; 
wir setzen wie im allgemeinen Falle voraus, dafi c, + cs sei. Denken wir 


uns 
i &; + 042 


q (2) ¢) (2c) 
in Partialbriiche zerlegt: 


Suir a a2 
ii deh ia NCR as mela 
so ist 
Ey + Oye &y + O4C2 
(iene ae ea sha lotta a irene 
Cy — Ce Cy — 
oder, da 
Cy + Cg = — gy Cy — Cg = — Oy — lg, Cy — Cy = — by — 2G, 
ist, mit Riicksicht auf die Gleichung (24a) (S. 259) 
(36) Oa ey Say 01 104) home eee 
Wir haben also bei geeigneter Wahl der Integrationskonstanten 


1 


Wo q (BGs Pk ira) Blame Cy) Pa (Z C3) Ot 


und folglich 
Aje®, Ww) = e*@qw = e* (z — €,)% (z — Cy) %. 
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Das der Differentialgleichung (30) geniigende bestimmte Integral 
lautet demnach 


(37) Sex(z —— Ca (Z eee Cy) a1 dz ; 
L . 
und der Integrationsweg L ist so zu wahlen, dal 
” d. 
ii 


sel. 

Wir konnen zunachst fiir L eine um die Punkte c,, ¢, herumgelegte 
Doppelschleife (c,, ¢.) nehmen (vgl. Nr. 58, S. 231). Das so gebildete 
Integral 

Ug =f e(z— ¢,)%—1 (2 — ¢y) 1 dz 
(¢1, ¢) 
laBt sich, wenn wir fiir e” seine Entwicklung 
Birt = a kh? 
k=V0 
die fiir jedes endliche z und jedes endliche x konvergiert, einsetzen, in der 
Form 


darstellen; es ist also eine ganze transzendente Funktion und kann sich 
folglich von dem oben gefundenen Integrale 
My + a,x + agx? + --- 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Die Koeffizienten 
der fiir us gefundenen Reihenentwicklung sind im wesentlichen GauB8 sche 
Reihen mit konstantem viertem Element. ' 
Um weitere brauchbare Integrationswege L zu erhalten, verfahren 
wir wie folgt: 
Der Bedingung (35a) wird offenbar geniigt, wenn wir L so wahlen, 
da8 im Anfangs- und Endpunkte dieses Weges der Ausdruck 
e=#(z — ¢y)%1(z — cy) 
verschwindet. Nun ist 
lim ev? = 0, 


Z—>D 
wenn Z so ins Unendliche riickt, da® fiir die letzten Wegelemente der reelle 
Teil von za negativ ist. Denken wir uns also L so gewahlt, daB z in den 
ersten Wegelementen von L so aus dem Unendlichen kommt, dafii der 
reelle Teil von zx negatiy ist, da’ dann L einen im Endlichen gelegenen 
z-Wert im positiven Sinne umschlieBt und in derselben Weise, wie es 
aus dem Unendlichen gekommen ist, auch wieder dahin zurtickkehrt, 
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so wird dieses 1 einen brauchbaren Integrationsweg liefern, da bekannt- 


lich e*”, wenn der Exponent zz so unendlich wird, daB8 sein reeller Teil nega- 


tiv bleibt, auch noch mit einer beliebigen Potenz von z multipliziert, fiir 
2 = 00 verschwindet. Wiirde nun innerhalb des so gewahlten Weges L 
keiner der Punkte c,, c, liegen, so ware in dem von L umschlossenen Teile 


| _der z-Ebene die unter dem Integralzeichen (37) stehende Funktion 


Soo PE oe et 


e7#(Z — C4) %1~1 (Z = Cy) 
eindeutig, endlich und stetig, das Integral ware also nach dem Cauchy- 
schen Integralsatze gleich Null. Um dies zu vermeiden, werden wir L 
so wahlen miissen, da’ dieser Weg entweder den Punkt c, oder den Punkt c, 


_ umschlieBt. Wir erhalten auf diese Weise zwei Wege, die wir durch l,, l, 


bezeichnen wollen, und die wir als einfache, vom Unendlichen aus um 
cy beziehungsweise c, herumgelegte Schleifen ansehen kénnen, die der 
Bedingung zu geniigen haben, daf in ihren unendlich fernen Wegelementen 
der reelle Teil von za negativ sei. Die so entstehenden Losungen 
Wy = fe (z — c,)%—1 (z — cy) dz , 
4 
Ug =f e%(2— ¢,)4—1(z — Cy) —-1 dz 
if 
der Differentialgleichung (30) stellen offenbar mehrdeutige Funktionen 
von « dar; da namlich die Richtung der unendlich fernen Wegelemente 
von /,,/, wesentlich von dem Argumente g der GréBe 
C= RET A OW DW, 
abhangt, so modifizieren sich die Integrationswege /,,/,, wenn x einen 
geschlossenen Umlauf um den Punkt x = 0 vollzieht, die Integrale u,, u, 
erleiden also im allgemeinen eine Wertanderung. 

Wir haben jetzt im ganzen drei Losungen der Differentialgleichung 
(30) gefunden, es ergibt sich aber sofort die lineare Beziehung, die diese 
drei Integrale 

Wy, Us, Us 
miteinander verkniipft. Zunadchst ist namlich klar, da’ wir zur Her- 
stellung der Doppelschleife (c,, c.) die einfachen Schleifen /,, 1, benutzen 
diirfen. Wenn wir in gewohnter Weise die im entgegengesetzten Sinne 
durchlaufene Schleife 1, durch I;+ bezeichnen, wo also 1,* den Punkt ¢, 
fiir 2 = 1, 2 im negativen Sinne umschhieBt, so ist 

(G:5,62) = tulala, oe - 
Beachten wir ferner, daf 

B= CLITA 

auf dem Wege J, beziehungsweise /7' fortgesetzt, den Faktor 


é f 4 a 270% 
e272 hezichungsweise e— 7" 


annimmt, so folgt 
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J = I+ e2nia, f 4 ri [+ e2nia, f 


(ey €o)\ 9 0 l, by 3 
wo wir der kirzeren Schreibweise wegen de unter den Intésgralssinhen A 
auftretende 
€?%(z—c )@1—] (2 — Cy)*2—1 dz | 
weggelassen haben. Nun ist aber offenbar das Resultat der Integration 
auf den hintereinander durchlaufenen Wegen 1), Iz’ gleich Null; wir haben 
also 
f+ eriaf=0, 
i ee 
[+t aria f —0 
by ie 
und folglich 
f= e2nia, No eee) 
(€,, &) ly 
oder 
(38) Us = (1 — e?4!2)u, — (1 — e27in)u,. 


69. Reellpositive Werte der unabhangigen Veranderlichen. 
Reihenentwicklung der Integrale. Gammafunktion. 


Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, und auch um zu 
Formeln zu gelangen, die fiir die Anwendungen unmittelbar brauchbar 
sind, setzen wir uns vor, das Verhalten der Integrale u,, u, fiir sehr 
grofe reelle positive Werte der unabhangigen Veranderlichen x zu 
erforschen *). 

Der Bedingung, dafi der reelle Teil von xz negativ sei, wird gentigt, — 
wenn wir die Integrationsschleifen /,,/, so wahlen, da sie parallel — 
mit der reellen negativen z-Achse aus dem Unendlichen kommen, bis 
dicht an die Punkte c, respektive c, herangehen, diese etwa in der 
Form von kleinen Kreisen im _ positiven Sinne umschliefen und 
dann wieder parallel mit der negativen Richtung der reellen z-Achse sich — 
ins Unendliche entfernen. Wir betrachten dann zuvérderst das langs — 
des so fixierten Weges 1, genommene Integral 

wm, =f e%(z — ¢,)%1—-1 (2 — ¢,)2-4 dz 
ly 
und setzen hierin 


BC; =, Vi) Caos 


1) DaB die folgenden Untersuchungen auch iiber das Verhalten in der 
ganzen Umgebung von «=co Aufschlu8 geben kénnen, hat Horn a. a. O. und Acta 
Mathem. 23 (1899), S. 171 und auf anderem Wege W. Jacobsthal in seiner 
Inauguraldissertation (StraBburg 1899) und Mathem. Annalen 56 (1902), S. 129 
gezeigt. Vgl. auch G. D. Birkhoff, Am. Transact. 10 (1909), 8S. 436. 


A a en ine ee 


69. Reihenentwicklung der Integrale. 267 


Der der Schleife 1, entsprechende Integrationsweg k, der t-Ebene 
kommt langs des negativen Teiles der reellen t-Achse aus dem Unendlichen 
bis dicht an den Punkt t = 0 heran, umschlieSt diesen in Form eines 
kleinen Kreises im positiven Sinne und kehrt wieder langs der negativen 
reellen t-Achse nach dem Unendlichen zuriick. Wir erhalten fir u, die 


_ Darstellung 


Uy = f ex+t) ti—1 (t + y)er—1dt. 
ky 
Wenn |t| < || ist, so gilt die Entwicklung: 
C+ prt = htt, 


A, — 1) (ag — 2 —k 
(39) fe = pu , (A aa ) (as. =). Nira 
nun ist aber die Bedingung |t| <| y| offenbar nicht langs des ganzen 
Integrationsweges k, erfiillt, wir diirfen also die angegebene Entwicklung 
nicht in das Integral u, einsetzen. W2~ nehmen darum nur die (n + 41) 
ersten Glieder derselben und fiigen ein Restglied hinzu: 


(40) (ty tet = fot fit +s + fat? + Ralt) , 


von dem dann 


him R(t) = 0 (\t| < |r|} 


N+ © 


gilt. Dies eingesetzt gibt 
U, = ev Eiyef et tatk—l dt + ae ert tm—! R(t) dt ; 


k=0 ky 
wir formen zunachst das unter dem Re eae auftretende Integral um. 
Fiibren wir darin durch die Gleichung 
xt =—T 

die neue Integrationsvariable t ein, so entspricht der Schleife 4, eine 
Schleife A in der t-Ebene, die (da zx reell positiv ist) langs der positiven 
reellen t-Achse aus dem Unendlichen herankommt, den Punkt + = 0 im 
positiven Sinne umkreist und sich wieder langs der positiven reeller 
t-Achse nach dem Unendlichen entfernt. Es wird 


ie — 1\rtk-1 dr 
fetiati di = =| e-t = aa 
a 


hy 


Se taath—t dt = (— 1)artkg—ar—tk fet gartk—t dy , 
hy A 


(44) Uren eg 8 Se 1 )astk fix ree T qortk—! dr 
k=0 


+ ext fetta UR, (t) dt. 
ky 
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Setzen wir in dem iiber die Schleife A erstreckten Integralé ie an 
die Stelle von a, + k, so sehen wir, dab das Integral ae 
(42) Se dr 
r 
hier eine Ahnliche Rolle spielt, wie bei den analogen Betrachtungen in der 
Theorie der Gaufschen Differentialgleichung (Nr. 59) das Eulersche 
Integral erster Gattung. Unter der Voraussetzung, da. der reelle Teil 
von p wesentlich positiv ist, bleibt das Integral fiir 7 —0 und t = oo 
endlich, wir kénnen es also, indem wir den den Punkt + = 0 umge- 
benden Teil der Schleife A unendlich klein werden lassen und beachten, 
da® t®—! bei positiver Umkreisung des Nullpunktes den Faktor 
e2Tip 
annimmt, in der Form 
fe=x tr dr = fe todr+ e2nip f° et pdt 
d 00 0 
== (e2%ip — 1) f° etre dt < 
0 
schreiben. Man setzt gewohnlich 


f° e+ w1dr = Ip) 

0 
und nennt dies das Eulersche Integral zweiter Gattung oder die 
Gammafunktion; GauB bezeichnet diese Funktion abweichend durch 
die Charakteristik /7, es ist nach GauB: 


I(p) =I(p —1). 
Fir Werte von p, deren reeller Teil nicht positiv ist, gilt als Definition 
der Gammatunktion die Gleichung 
[eta de = (env —1) T\p), 
A 
fur negative ganzzahlige Werte von p ist I(p) unendlich. Wir bedirfen 
einiger einfacher Eigenschaften dieser Funktion, die wir hier ableiten 
wollen. ; 
Setzen wir 
t=(g+1)o 
so wird 
Tp) =f" e—9*0 (g 4. 1)por—1do 
0 
= (g 4+ 1) f"e—G+1)0 oP dg , 
0 


oder 


(1+ gy PP (p) =f" e-@+ Door do. 
zy 


Wenn | g| <1 ist, kann (1 + g)~? nach dem binomischenLehrsatze ent- 
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wickelt werden; entwickelt man ferner rechter Hand e 9% nach Potenzen 
von go, so kommt 


sam 
Br , G24) ah eo gktp—1 do , 
0 

und indem man nun beiderseits die Koeffizienten gleich hoher Potenzen 
von g vergleicht. 

(43 ine p (prt) vee kA) I'(p) = fe? ott 1 do ol (pee 

) 
wo k eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. 
Setzen wir p = 1 und beachten, daf 


[(A) =f°e-dr =1 
0 


ist, so folgt aus (43) 
(kK +1) =k!. 

Diese Gleichung kann als Definition der Gammafunktion fiir, positive ganz- 
zahlige Werte, von k dienen; einige altere Analysten waren bestrebt, aus 
dieser Definition auch die Wertbestimmung der Gammafunktion fiir be- 
liebige Werte von & abzuleiten; iiber diese Art von Untersuchungen ver- 
gleiche man die Einleitung zu Weierstraf’’ Abhandlung tber die Theorie 
der analytischen Fakultaten '). 

Auf Grund der Gleichung (43) ist nun . 


fe-t rath dr = (e2ni41 — 1) I(a, + k) 
d 


= (e2mia. — 1)a,(a, + 1)... (a, + &— 1) F(a), 
dies in (44) eingesetzt gibt: 
Uy = er? y—-41 (e2mics 7 1) ['(a,) (— A Nea 

» (— 1) fra,(a, + 4)... (ay + k—1)a-* + e127 f etter R,(t) dt. 

k=0 ie 
Wenn wir hier 7 ins Unendliche wachsen lassen und F,,(t) vernachlassigen, 
so erhalten wir auf der rechten Seite eine (im allgemeinen) divergente 
Reihe, die mit Riicksicht darauf, da’ nach (36) (S. 263) 


Oiesiayh Val 
ist, mit der ersten der Normalreihen (26a) (S. 259) der Form nach 
vollkommen iibereinstimmt. In dhnlicher Beziehung steht u, zu der 
anderen dieser Normalreihen, wie man durch analog gefiihrte Rech- 
nung sofort erkennt. 


1) K. WeierstraB, Crelles Journal, 51 (1856), Werke I, 8. 153. 


270 Achtes Kapitel. Punkte der Unbestimmtheit. 


Wir werden nun beweisen, da8, wenn « als positive reelle GroBe ins 


Unendliche riickt, fiir jeden Wert von n 


(44) lim at eer? ts —— (— 1) 42(e?7¢. — 1) [(a,) - 


t-> + 
B (A}fean ay + 4)...(a, + k— Ha] =0 
k= 


ist, damit wird im Sinne der Poincar éschen Definition (Nr. 66) gezeigt 
sein, daB die divergente Reihe 


Kr ES Cetra et) ag) eA fe ai\aiat, he ee ee 
die Funktion 
Ue yer 
asymptotisch darstellt, falls x als positive reelle GroBe ins Unendliche riickt. 


70. Beweis der asymptotischen Darstellung durch Untersuchung 
des Restgliedes. 


Mit Riicksicht auf die gefundene Darstellung von u, konnen wir 
die zu beweisende Gleichung (44) auch so schreiben: 


lim a+: /'et-1R,(t)di = 01). 


hy 
Die Schleife k, denken wir uns folgendermaBen. Von ¢t = — oo ausgehend 
lauft sie langs der negativen reellen t-Achse bis zum Punkte ¢ = — p, 


wo p einen positiven reellen Wert bedeutet, dann in einem um ¢ = 0 als 
Mittelpunkt mit dem Radius p beschriebenen Kreise C im positiven Sinne 


um ¢ =0 herum, dann von ¢t = — p wieder langs der negativen reellen 
Achse nach t = — oo zurtick. Es ist dann 
(45) gntas [ ext {a,—1 Ra(t) dt 
ky 
= antal /? 4 4 emir f ” ext iar Ra(t) dt\, 
—n C =p 


wo der Integrand in den beiden ersten Integralen rechter Hand derselbe 
ist, wie in dem Integrale auf der linken Seite, und in dem Integranden des 
dritten Integrals auf der rechten Seite R,(t) den Wert bedeutet, den R(t) 
annimmt, nachdem ¢ die Kurve C durchlaufen hat. 

Wir beginnen mit der Untersuchung des iiber die Kurve C hin 
erstreckten Integrals 


1) Das lim-Zeichen ist hier und im folgenden wieder so zu verstehen, dab 
x als reelle positive GréBe nach Unendlich strebt. 


jer Ebene. Unser Integral (46) lautet dann 


ac Ayn fo gat a= ‘ac. 


() ise als Restglied der Reihe 53 fit durch die Gleichung (40) 
. k=0 my 
67) definiert. Wenn diese Reihe konvergiert, so gibt es bekanntlich | 


wel positive ben M und a von der Beschaffenheit, dab 


kis a 


ny =| Epo ( Eins Sa | 
rat ' \ k=n+1 3 
. 5 ae Onin 4 t 
oe ta etl 


a 


M vig bees 4 s Ty 
ak are zi Fiesta Rave AT ay oh 
2 ~~ [aa ge 
bei ist vorausgesetzt, daB die Ungleichung |t| <a auf der Peripherie ae th 
es Kreises C besteht, d.h. daB p <a sei. Wenn ¢ innerhalb oder auf a 
ie ponepente von C liegt, d.h. wenn |¢| <p ist, hat man| |< pz, also it, 
! ‘ 4 ; 4 Me 
aie, a | ag Pa | 
ax bi 

Ihe aig Cae 

oe. . a ealsbraseh aanedd (hoor Sea ee 
hy UME | a | 
a 
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Die Integration in der 7-Ebene kann, ohne den Wert des Integrals zu 


andern, statt tiber den Kreis K iiber irgendeine vom Punkte t = px | 


ausgehende und den |Punkt 7 =0 einschliefende geschlossene Kurve 


erstreckt werden, da ja die unter dem Integralzeichen stehende Funk- | 


tion’ 675%" RR, é | im Innern von A nur den einzigen singularen 


Punkt + = 0 besitzt. | Wir ersetzen also K durch eine von + = px aus- 
gehende um t = 0 herumgelegte Schleife k, die von +t = px langs der 
reellen positiven t-Achse bis dicht an t =0 herangeht, diesen Punkt 
in einem unendlich kleinen Kreise im positiven Sinne umschlieBt und 
wieder langs der reellen t-Achse nach px zuriickkehrt. Die durchge- 


fiihrten Abschatzungen bleiben auch fiir diesen Integrationsweg k giiltig. 


Nehmen wir 7 so gro8, da®h der reelle Teil von 
a,tn+i 

positiv ist, so bleibt das Integral 

| i 

im Punkte + = 0 endlich und verschwindet demnach, wenn man es tiber 

den unendlich kleinen Kreis um += 0 erstreckt; wir haben folglich 


Tatn e—t dr| 


J \catne—tdr| = 2 [ ratre—t dr . 
k 0 


also lautet unsere Ungleichung 


1M 4 a 
Raritan ee 


| natn fete R,(t)ta— dt | = 
c 0 


a 


Wir untersuchen nun den Grenzwert der rechten Seite, wenn x als positive 
reelle Gr6éBe ins Unendliche geht. Zundchst ist 


lim frat et dr =f ratne—tdr = (a, +n+ 1) 
0 0 
(wir sehen, beilaufig bemerkt, da& die Beschrankung, die wir der Zahl n 
auferlegt haben, unwesentlich ist, sie wurde nur gemacht, um den Grenz- 
iibergang bequemer vollziehen zu kénnen); die iibrigen konstanten Fak- 


toren der rechten Seite sind endlich, 7~* verschwindet, also ist der Grenz- — 


wert gleich Null, d. h. wir haben als erstes Resultat 
(47) lim vate fez R,(t)t—1dt =0. 
C 


Es folgt nun die Untersuchung der auf die geradlinigen Teile von | 


k, beziiglichen Integrale auf der rechten Seite von (45). Fiir diese gilt 
die Ungleichung |t| <a nicht, wir miissen folglich R,(t) direkt durch 


Ra(t) = (t+ yet — & fat 
k=0 


ah. yaaa Ok 
=x 4 
io cea 
SG 


*§.,:270) 
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definieren. Wenn y innerhalb des Kreises C liegt, so ergibt sich (vgl. 


Ra(t) = e2tia (t yo ; fet®, 
0 


k= 


wir haben also, abgesehen von konstanten Faktoren, die beiden Integrale 


(1) = gartn f © ete (¢ + yj test dt , 
ane i 


(IL) = ZS fyaertn f tart ka ete dy 
k=0 —p 
zu untersuchen. Wir beginnen mit (1). 
Fir hinreichend groBe Werte von ¢ ist offenbar 
aa Jloge| <|z], |log¢+ y)| <I tI, 
man kann folglich eine positive Grofe h stets so angeben, daB 
| logia—1(¢ + y)e- | <h|t|, 
also 
| {a1 (t =e y)e-1 | < eh {t| 
ist. In dem Integrale (I) ist t wahrend des Verlaufs der Integration reell 
negativ, also 
Jer (tb yet | em 
und folglich Dhak 
f * k= dt | 


ane 
et(z—h) e—(2—h) 


dat i ve Ee ames We 

ae ieee | 

Fir ein hinreichend grofes positiv reelles x ist x —A positiv, also 
hineta = 310) 


t>—o0 


| (I)] <aate 


ebenso ist 
; e—n(z—Ah) 
himni2at a 
L—h 
und folglich 
(48) lim (1) =0. 
Bei der Untersuchung von (II) nehmen wir das unter dem Summen- 
zeichen stehende Integral 
gartn [ patk—l et dt ; (<n) 
Sys 
und fiihren darin wieder 
— Tt =12 
als neue Integrationsvariable ein. Das Integral wird dann gleich 
an—k (— 4 )aatbie fey Taatk—-1 dt A 
pe 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 18 
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riickt x als positive GroBe ins Unendliche, so fallt die untere Grenze px 
mit der oberen -- oo zusammen, das Integral reduziert sich also auf den 
Grenzwert seines Elementes fiir t = px, x =-+ of, und wir erhalten: 


—Jim wart” ee jor +k—1 ete qt 
eae a 
=="lim (ee, 22 pa ern ka 3 eae 
daraus folgt aber, da®B auch 

(49) lim (II) = 0 
ist. 

Die Gleichungen (47), (48), (49) ergeben nunmehr, da® auch die 
linke Seite der Gleichung (45) der Grenze Null zustrebt, wenn « als po- 
sitive GréSe ins Unendliche riickt, und damit ist die Richtigkeit der Glei- 
chung (44) bewiesen. Wir schreiben diese Gleichung und die analoge fur 
UW, geltende unter Benutzung des in der Nr. 66 (S. 257) eingefiihrten 
Zeichens in der Form ee 
2X (—1)*fpay(a,+ 1)... (a, +h—1) a, 


eet areayeo (—A)aa(e2n'a—4) F(a) 


i 


eC? 10% Wg om (—1)22(e22#02_1) Pees d (at 1)... (ag hk 1) ee 


k=0 
wo die g; die Koeffizienten der Entwicklung von 
(t + cy —e)a-1 


nach positiven ganzen Potenzen von t bedeuten (vgl. die Definition der 
fx, Gleichung (39), S. 267). 


71. Die Besselsche Differentialgleichung °*). 


Wir wollen nun auf Grund der Resultate der vorhergehenden Num- 
mern die Theorie einer beriihmten und fiir die Anwendungen besonders 
wichtigen Differentialgleichung entwickeln, die gewohnlich die Besselsche 
genannt wird und die folgende Form hat: 

Pe Aad fe 
da? r a da r (1 aa) es 
hierin moége 7 eine beliebige konstante Grée bedeuten, fiir die wir ohne 


Beschrankung der Allgemeinheit voraussetzen kénnen, daf ihr reeller Teil 
nicht negativ ist. 


1) L. Euler, Novi commentarii Acad. Petropolit. Bd. X (1764) 1766, S. 243; 
J. Fourier, Théorie de la chaleur (1822), S. 369; Fr. W. Bessel, Abhandl. der 
Berl. Akademie 1824. Vgl. nebst den S. 257 zitierten Autoren auch C. Jordan, 
Cours II] (1887), S. 255 ff. 


ae Weir 
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Setzen wir 
SOEs, 
so ergibt sich fu u aS Diforentaleeichung 


f 
(50) woe + On +1) S8 + aw 0, 


die aus der Differentialgleichung (30) (S. 260) hervorgeht, indem man 
daselbst 

oy men Or On = 0s One A 
nimmt. Die Differentialgleichung (50) besitzt ein ganzes transzendentes 
Integral, und eines, das eine ganze transzendente Funktion, multipliziert 
mit 

gid, = y—2n 

ist. Die charakteristische Gleichung lautet jetzt 


v+1=0, 
wir haben also 
Ciara Det Cot ire Uy 
und 
2n+ 1 an + 4 
Oy are ait. 2 SHON 


Die Integrale w,, uw, haben demnach die Form (vgl. S. 265): 


20st 
Wy = | eG? +4) 2 dz, 


2n 1 


Us Se yea dz. 
i 


Die Koeffizienten {, ergeben sich durch Aufstellung der Entwicklung von 
2n—1 


(¢ + yah = (t+ 22) 2 


(oo) 2n—1 (ee os —+41) 2n—1 " 


er es Te (2) So Ba 
k=0 
(2n — 1) (Qn — 3)... (2n — 2k + 4) iat ta 
i= Te ki (2 Dae ) 


die g, unterscheiden sich von den f, nur durch das Vorzeichen von it. In- 
dem wir noch beachten, da8 
e2Nia, —— {= eui(2n+1) 4 — (4 | e2 in) : 
0) 


— 1 =e, OO 


ist, finden wir die asymptotische Darstellung 


env Tet 


L2G Gea 
a2 e-tu,me ea ) (1 + e2nin) 2 es 


1 
2 


(n+ 3)- 
18* 
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1 pee ae —4An® —9 An? —(2k'— 1)? (Qix)-* 
S ) Tf A oe a Ee ae 
und analog : . 
2n+1 cee plete, 4 ae? 
x 2 ae 2/(4 + e®nin) 2 2 F(n +4). 
[ane ' Pangea CMa? An? — (2k — 1)? (— 2ix)-* 
Dale Ne SCN SM need UegaIe h Leper) 
Da der reals Teil von n nicht negativ, also der reelle Teil von 
Ene jedenfalls wesentlich negativ ist, so haben wir 
__ 2n+1 
Ae" 0) 


ee > 
und kénnen folglich die beiden vorstehenden asymptotischen Ausdriicke 
im Sinne der Definition der asymptotischen Darstellung (Nr. 66, S. 257) 
auch in der Form ae he 


an+1 Hu ih 
Wer 2 erie 2 4 1 e2nin) 9” 2 (n+ $4). 
> fy a Sameer (ake et Rie) = 
a1) ALT eT eR ei i ie pecan 
_2nt1 & (s—3) ORT 
Ugrx 2 ete? 27(4 + e27in)2 27 (n+ 4). 
: ijn ees ADE a Oy th Ie lire i re 2) 
poe i) ra te APRA RE Ea" 


Wenn 7 die Halfte einer ungeraden Zahl ist, so brechen die hier auf- 
tretenden Reihen ab; die im allgemeinen divergenten Ausdriicke stellen 
also in diesem Falle wirkliche Lésungen der Differentialgleichung (50) dar. 
Nun ergibt sich, nach Gleichung (38) (S. 266), das ganze tran- 
szendente Integral u, in der Form 
elas 
1) ap = (1) (ay — ug) = L$ eat ay — a), 
so daB sich aus den asymptotischen Darstellungen von u,, u. sofort auch 
die asymptotische Darstellung von ug, fir positive reelle sehr groBe Werte 
von x angeben laft. Wir stellen vorerst noch die bestandig konvergente 
Entwicklung von u, nach positiven ganzen Potenzen von 2 auf. 
Wir haben (vgl. S. 264) 
2n — 
us = |e (eter eee hee Sal 2e+ (ye aac 
(i, —i) SO =i) 
Bezeichnen wir durch (7), (—-i) einfache von einem beliebigen nicht 
singularen Punkte aus um die Punkte i, —i herumgelegte Schleifen, so 
ist (vgl. z. B. die analoge Umformung S. 265, 266) 


fee ae bel dz = — mak qi 1y-—-hdz, 
j Omen ar erie 


ages 


es as 4-4 dz en + 1)—hadz. 
one! 
Es bleiben also in dem Paledricke: as ug nur die den geraden ee vor 5 


oteeohonden (Ghedes peace d.h. wir erhalten 


Us = (t+ ein) Spy) 2 | 2% (22+ 1)e—-ddz. 
() 


k=0 


ta 
“i _ Machen wir in dem unter dem Summenzeichen auftretenden Inte- Coa 


aaelaae 


. (2 mat ee dz = (—1)* take s(1 rete 


‘ise umformen: 


BL —apbde HJ" 4 ernie)” 

a 0 1 

oe (1 Ht ezrin) fk} (4 — t)t— dr 
‘ 0 


= (1 + e2tin) Bik + 3,n + 4) 


ean 3(3 + Ay -@ alee 1) 
ji Ler) Ge a2). ee 


isi Wir benutzen nun eine Formel, die die Betafunktion durch Gamma- 
. funktionen auszudriicken lehrt ies deren Beweis man in jedem Lehr- 


ea ; 
Ue Bin ney TOTO ED, 


oder, da nach einer bekannten Formel*) (3) = Vx ist, 


1) Vgl. GauB a. a. O., Werke III, S. 148. 


we 
% 
pe 
" 


278 Achtes Kapitel. Punkte der Unbestimmtheit. 


Agnew) eee 


Beachten wir ferner, daf 
Tin + 41)-(n+ 1)(n4 2).,.(n +k) =U(n+k+1), V(kK4+1) =k! 
ist, so erhalten wir endlich fiir u, die Reihendarstellung: 
’ 1 
ahaa a hel Sos airerseiscci. 0 
Um an die in der Literatur gebrauchlichen Formeln ankniipfen 
zu konnen, setzen wir: 


U = palate, (yy EEL 


k=0 
dann ist nach (54) 
Uy — Uy 
<4 =e e2nin)s Vx E'(n + 4) 
und wir kénnen also die asymptotische Darstellung von U fur grofe 
positive reelle Werte von x ohne weiteres angeben. Man findet nach 
einigen einfachen Umformungen 


Dees sents) 2n+ 1 Se sis 
Ue eae 4 cos( a n 2) P - sin( "pa a)ol, 


wo P, Q die divergenten Reihen 
Ble [Gy eG end 
Se Oia oe ae 
(4)? — 1? 


Cee 


bedeuten. 


Durch Multiplikation von U mit 2” erhalten wir eine Lésung der 
Besselschen Differentialgleichung. Man bezeichnet den Ausdruck 


U “gn ee A) 2kin 
die — Alas pevchin EM SA td eke oer 
cat sas Tae! gS Dy Vee 0) () 


k= 


der fir ein positives ganzzahliges n eine ganze transzendente Funktion 
von x darstellt, als Besselsche oder Zylinder-Funktion n-ter Ord- 
nung. Ihre asymptotische Darstellung lautet: 


(52)  Jn(x) = y2 | cos (= ™ — x) P + sin (a io +) Q| 


und, wenn wir uns auf die erste Annaherung beschranken, d.h. P = 1, 
Q? =0 nehmen, 
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Oe 1 4 
3) In) ie ae | fe a(» Bi. )| 
eine Formel, die in den Anwendungen oft benutzt wird. 


Fur die Besselsche Funktion erster Ordnung (n =1) gibt die 
Darstellung (52) 


Gale 7 ((t+ eas. | i Ee 


3 105 aout 
+(e, ~ 402403 T° ] ao Oo oH *)| 


man kann daraus eine ES Beziehung fir die Nullstellen 
von J,(x) gewinnen. Aus J,(A) = 0 folgt een 
Sot (fs 
cote (“7 — 1) =tg(h— (b+ 2) = ae Be 


wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Danach ist 


23 75 3 24 
Se aie ancte(g 4 — 51278 + a 84. a7 
also 
24 
Am ak + 4) — eee 


Diese Formel ist von P. A. Hansen 1843 veréffentlhcht worden *); sie 
findet sich aber schon im ,,Tagebuch‘’ von Gau8 mit dem Datum des 
16. Oktober 17977), woraus sich schlieBen la8t, daB Gau8& zu dieser 
Zeit die asymptotische Darstellung von J,(x) gekannt hat. Zum ersten 
Male bekanntgemacht hat die asymptotische Darstellung fir J,(x) wobl 
Hansen a.a.O., fiir J9(x) findet sie sich 1823 bei S. D. Poisson 8). 

Fir x = © reduziert sich die Differentialgleichung (50) auf 

d*u 

(54) dx2 +u=0, 
deren allgemeines Integral durch c,sin (@+ cg) mit den willkirlichen 
Konstanten c,,¢c, gegeben wird. Wir sehen aus den abgeleiteten asym- 
ptotischen Darstellungen von u,, W2, da8 im Sinne der Auseinandersetzungen 
am Schlu& der Nr. 66 die Lésungen von (50) in der Tat fiir groBe Werte 
von x asymptotisch durch die Loésungen von (54) dargestellt werden. 
In einer Abhandlung aus dem Jahre 1913 hat P. Boutroux *) aus diesem 
asymptotischen Verhalten der Besselschen Funktion tiefgehende Fol- 


1) PA. Hansen, Ermittlung der absoluten Stérungen ete., Gotha 1843, 
§.115, 116. 

2) C.F. Gauf, Werke, Bd. X, (1917), S. 525, vgl. ebenda die Anmerkungen 
S. 388, 389. 

3) §. D. Poisson, Journal de Ecole Polyt. 19 (1823), S. 249. 

4) P. Boutroux, Annales de VEcole Normale supérieure, 30, S. 255 ff. 
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gerungen gezogen, die um so bemerkenswerter sind, als sie sich auf all- 
gemeinere Funktionsklassen erweitern lassen. Wir kommen auf diese 
Fragestellungen im folgenden Kapitel (Nr. 80) zuriick. 

_ In bezug auf die Besselsche Differentialgleichung bemerken wir 
noch, da®, da diese Gleichung ungedndert bleibt, wenn man —n an die 
Stelle von n setzt, auch J_,(x) eine Lésung von ‘ihr darstellt. Wenn 
n keine ganze Zahl ist, so bilden 

Jn(x), J—n(x) 

ein Fundamentalsystem; dagegen unterscheiden sich diese beiden Inte- 
grale im Falle eines ganzzahligen n nur durch den konstanten Faktor 
(—1)". Die Wurzeln der zu x =0 gehérigen determinierenden Funda- 
mentalgleichung der Besselschen Differentialgleichung sind n und —7n, 
der Fall, wo n eine ganze Zahl ist, zeigt also nach der allgemeinen Theorie 
an, da® nur zu dem Exponenten || ein in Reihenform darstellbares 
Integral, namlich J),)(z) gehért, wahrend das zweite Element des kanio- 
nischen Fundamentalsystems einen Logarithmus enthalt. Man vergleiche 
Naheres iiber dieses zweite Integral z. B. bei E. Heine '), C. Neumann?) 
und N. Nielsen). 


12. Darstellung der Losungen der Laplaceschen Differential- 
gleichung durch Fakultitenreihen. 


Fir die Losungen der Laplaceschen Differentialgleichung (30), 


Nr. 67 haben wir mit Hilfe ihrer Ausdriicke durch die Laplaceschen — 


Integrale. die’ nach fallenden Potenzen von x fortsc! eitenden, diver- 
genten Entwicklungen hergestellt und nachgewiesen, dab diese Hnt- 
wicklungen’ ‘eine asymptotische Derstellung jener Losungen liefern. Es 
ist aber moglich, wie Horn‘) allgemein gezeigt hat, an die Stelle der 
divergenten Potenzreihen, die linearen Differentialgleichungen geniigen, 
konvergente, sogenannte Fakultatenreihen treten zu lassen, d. h. 
Rejhen. von ae Form 


SEN AS nea tne Che 
ee Presa ails ss: mint. , 
WO die dp, 4, d,... konstante Koeffizienten bedeuten. Eine solche Reihe 


hat die. bemerkenswerte Eigerschaft, da’ sie, wenn sie fir 2 =a, kon- 
vergiert, auch fiir jedes « konvergiert, dessen reeller Teil gréSer ist als 
der pyr eelle Teil von 2, d. h. da® ihr Konvergenzgebiet stets eine Halb- 


1) EK. fib tage Handbuch der Kugelfunktionen I (1878), S. 190 ff. 

*) C. Neumann, Theorie der Besselschen Friktionen (1869). 

3) N. Nielsen, iendbaen der Theorie der Zylinderfunktionen, Leipzig 1904. 

*) J. Horn, Mathem. Annalen Bd. 71 (1911), S..510; vel. Watson, Rendi- 
coni; del Circ.'mat. di Palermo 34 (1912), S. 41. 


ES Se ero 


72, Darstellung durch Fakultitenreihen. é 281 
ebene ist, die rechts von einer zur reellen Achse senkrechten Geraden liegt. 
Wir werden im folgenden’) nichts aus der Theorie der Fakultatenreihen 
als bekannt voraussetzen, kniipfen vielmehr unmittelbar an die Integral- 
darstellung 


(55) Wy =f e#(z — ¢,)%1-1(z — c,)%=—1 dz 
L 


der Lésung u, der Differentialgleichung (30) an, wie sie in der Nr. 68 


_ gegeben worden ist. 


Wir stellen uns die Aufgabe, fiir die Funktion 
WAZ) (Za Cy) (2 as Co) ta" 
eine Reihenentwicklung zu finden, die fiir den ganzen Integrationsweg 1, 
konvergiert. Dabei denken wir uns 1, jetzt in folgender Weise gelegt. 
Von dem Punkte c, der z-Ebene aus sei ein Halbstrahl s nach dem Un- 
endlichen gelegt, der mit der positiven reellen Achse den Winkel @ bildet, 
und der nicht durch c, hindurchgeht. Der Weg /, durchlauft dann vom 
Unendlichen kommend den Halbstrahl s bis dicht vor c,, umkreist c, im 
positiven Sinne und kehrt langs s wieder nach dem Unendlichen zuriick. 
Das Integral (55) hat dann (siehe Nr. 68, S.265) einen Sinn und stellt eine 
Lésung der Differentialgleichung (30) dar, wenn fiir hinreichend groBe 
Werte von z R(-*) <0?) ist, d.h. also wenn 
(56) Rex) <0. 
Wir denken uns nun um den Halb- 
strahl s und seine Verlangerung als 
Mittellinie einen Parallelstreifen ge- 
legt, der den Punkt c, nicht enthalt 
(Fig. 4); dies wird erreicht, wenn die 
halbe Breite dieses Streifens — die 
wir y nennen wollen — kleiner ge- 
wahit wird als ((cy — ¢) e’”)- 
Durch die Funktion 
2—¢, =klogt, =—F en, 

wird unser Parallelstreifen auf die 
lings der negativen reellen ¢-Achse 
aufgesc.unittene t-Ebene abgebildet: 
dem Punkte z = c, entspricht :=1, Big. 4, 


1) Die folgende Darstellung schlieBt sich an Horn, Math. Zeitschrift 8 (1920), 
S.100ff. und F.Nevanlinna, Zur Theorie der asymptotischen Potenzreihen, Disser- 
tation, Helsingfors 1918 an; vgl. auch die z. Z. im Druck befindliche Arbeit von J.Horn, 
Zur Theorie der nichtlinearen Differentialgleichungen, Math. Zeitschrift 13 (1922). 

2) R(a) bedeutet den reellen Teil, S(a) den Koeffizienten von z der kom- 
plexen GréBe a. 
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z= © entspricht ¢ =0, dem Halbstrahl s entspricht also das Stick 
(0...4) der reellen t-Achse. Dem um ¢=1 als Mittelpunkt mit dem 
Halbmesser 1 beschriebenen Kreise A der, t-Ebene entspricht folglich 
ein Gebiet G der z-Ebene, das s ganz in seinem Innern enthalt. Die 
Funktion 
p(t) = w(k logt + ¢,) = (k log t)s—1(k log t + ce, — cg) 

hat in K die singularen Stellen ¢ = 0, ¢ =1; durch Multiplikation mit 
(4 — t)'-“: wird die Singularitat bei t = 1 beseitigt, und man erhalt die 
innerhalb des Kreises AK konvergente Entwicklung 

(57) p(t)(1— ima = D44—ty. 


y=0 
Im Punkte ¢ = 0 verhalt sich q(t) wie die (a, -+ a,— 2)-te Potenz von 
log ¢; multipliziert man also q(t) (1— t)!~%: mit ¢°, wo « eine beliebig 
kleine positive Zahl bedeutet, so bleibt dieses Produkt in t =0 und 
damit im Innern und auf der Peripherie des Kreises K beschrankt. 
Das gleiche gilt fiir den Ausdruck 


d oo 
(57a) a (p(t) L—t) 9] = — 2 (y+ 1 bp L— 1), 


v=) 

wenn man ihn mit (+! multipliziert; d.h. es gibt fiir jedes vorgeschrie- 
bene positive « eine positive Zahl 6, so daf im Innern und auf der Peri- 
pherie von K 

Kd ae 

Glo —ora] wn) <0 
ist. Um eine Abschatzung fiir die Koeffizienten 6, der Entwicklung (57) 
vornehmen zu kénnen, bilden wir den Ausdruck 


d 
p(t) = 5 (ple) (L—1)'—a] Be, 


dann ist innerhalb und auf dem Rande von K 


(58) | p(t) | <6 | t | 
und man hat innerhalb AK eine Entwicklung von der Form 
(59) p(t) = uPA rahe 
Da nun 
d o 
a (P(E) (1 — 1] = y(t) = (1 LS pl — 0p 
2 #/te+pe—i 
Et ) Pm (t—2y 
v=0 u=0 had ae ) 


ist, so zeigt die Vergleichung dieser Entwicklung mit (57a), daB 


yee Aes [Ae ae 
(60) (P+ A) bar = BC TI pes 
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ist. Aus (59) folgt aber nach der Cauchyschen Integralformel 
Na ae 
Dye Om pl tie eit) eT dr. , 


———7U; 


also, da nach (58) 
lp(t+er)|<d 4 + eA = 5) 2.0085 


—=l 


ist, 
e—1 


6 rt 7 
Plo, [ 200s da, 


Sait 


und nach (60) 


é A+ q \e—1l v Ie ale ene 
y+ 1) \d, se | ZCOSia | od = ( ie 
( ) | Oy+1 Hs 2 Lan Lb 
Setzen wir 
0 ++ 70 9 an Bia 
om | cos 5 | CSS fe 
und beachten, dab 
oa + — ‘| _(" + 4 PPh Gea aa) 
LS be TEN ere sree h (ett) 


ist, so haben wir also 


Mis). i 
(Yor ayia Been y +4) 


vl (Qe + 1) 
und damit fir 6, die Abschatzung 
pTQe + ») 
pee ree 
Che ll Sar T et 1): 


Fiihrt man in dem Integral (55) durch die Gleichung 

z—c, =klogt 
die neue Integrationsveranderliche ¢ ein, und bezeichnet mit A den dem 
Wege J, in der z-Ebene entsprechenden Weg in der t-Ebene, so erhalt man 


(55a) Uy = her f te—1 q(t) dt, 
A 


dabei geht A vom Punkte ¢ =0 aus, lauft langs der reellen t-Achse bis 
kurz vor den Punkt ¢t = 1, umkreist diesen im positiven Sinne und kehrt 
wieder langs der reellen t-Achse nach ¢ = 0 zuriick. Wir kénnen also 
in (55a) fiir g(t) seine Entwicklung (57) einsetzen und finden 
(62) Unger) by A — 1) eat ee din 
y=0 
i 
Die unter dem Integralzeichen stehende Reihe konvergiert gleichmaSig, 
wenn | 1— 4 | < 1 ist, also auf der reellen t-Achse fiir 0 < t < 2, oder wenn 
y eine beliebig kleine positive Zahl ist, fir 7 <t<2. Wenn wir also 
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den Integrationsweg, statt im Punkte ¢=0, im Punkte ¢ = ansetzen 


und endigen lassen, kann die Integration ghedweise ausgefiihrt werden. 
Den so abgeanderten Integrationsweg bezeichnen wir mit 4,, dann ist also 


(63) [Zod —— j)axty—t geld, = Eb, f (1 teria dr. 7 
v=0 y=0 
An ” 
Nun hatten wir vorausgesetzt (Gl. (56)), daB Rex) <0 ist; daraus 
folgt R(kx) > 0. Wir kénnen ferner n so gro’ wahlen, use H(a, +n) >0 
ist, dann wird (vgl. Nr. 59, S. 234) fir »=n 
(64) J 1 — t)erty—l phke—l dt = (1 — e2mias) (4 — j)art el phot gy. 
ty " 
Es ist aber 
| L( qk Derrs tke— dt | a 4 — t) Raat y)—l gRm)—1 dy 


< a (1 — £) Raat »)—1 be) gy 


=e "B( (R(a, ap Y), R(kz)) ’ 
also mit Riicksicht auf (61) und (64) 


b, { (A — t)aty—l tkr—1 dt | < Cp I'(2e ae v) 


= ol Pe dy 2 et 2) Re 


4 

” 
wo C eine Konstante bedeutet, f+ die | 1— e”1|<C, und wenn wir 
die Be‘afunktion durch Gammafunktionen darstellen (Nr. 71, S. 277), 
( — CPF Ge + ») VOR ke) VR(a, + ¥)) 


b [Lat seetdt) <a ty Fel (ke) + lay) +») ” 


An 


Nun ist nach einer bekannten Formel ') 


n!i nz ' 
L(G) cole ay iue enn 


oder mit Riicksicht auf Gleichung (43) (S. 269) 


N@ +m fh) ets, Cee 
nine f Feige) Sara 
wir kénnen also die rechte Seite der Ungleichung (65) ersetzen durch 
oe pay, Nae ‘ ; 
arate Pee 3S 
Daraus folgt, da8 die Reihe 
(66) Sb, f (1 — tart phe dy 
v=0 dy 


4 Val. GauB, a. a. O., Werke III, 


i! eda Wir ikbnnen Mie in (62) ae ie un . 
) ig dann, nach oft angewandten Umformungen, fiir w, die Reihe | Pia 


= (1 £3 pe) here Ike) jy UO a) 


vol (a, + » + kz) 


“rts oe bya $4). (at 4) 
| (ka + ay) ,2o (ke + ay) (ka + a4 1)... (ke + 0, + »— 1)? 
Fakultatenreihe, von der feststeht, da® sie fiir R(e x) < Oo 
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73. Differentialsysteme fiir 2 Unbekannte. iIntegrodifferential- 
gleichungen. pe 


Die Betrachtungen, die wir im fiinften und sechsten Kapitel fur 
Systeme von zwei linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
zwei unbekannten Funktionen mit Hilfe des Matrizenkalkiils angestellt 
haben, lassen eine Verallgemeinerung auf den Fall eines linearen Diffe- 
rentialsystems mit beliebig vielen Unbekannten zu. Hat man ein solches 
System fir ” unbekannte Funktionen 


dy nm : 
A —— == 2 Yj, Aik, (k=1,2,...0) 
(A) fog eed Yr ( 


so wird sein Inhalt durch eine Integralmatrix 


Yir°** Yin 
aoe ( ee ) 
Yni > ** Yna, 


vollstandig erschépft, deren Elemente den Gleichungen 


dyin at 
(A’) Hae) Yin Vax (i, k=1,2,... 0) 
A4=1 


genugen. Man hat also, um die gedachte Verallgemeinerung vorzu- 
nehmen, nur den Begriff der Matrix dahin zu erweitern, da® eine Matrix 
als Zusammenfassung nicht von vier, sondern von n? Elementen gelten soll, 
und dann fiir solche Matrizen die Operationen der Addition und Kom- 
position zu erklaren. In sinngemaSer Ubertragung der fiir n = 2 be- 
nutzten Bezeichnungen wird also A-+ B die Matrix bezeichnen, deren 
Elemente 


ain + diz (i, k=1, 2,.-.,n) 

sind, und AB die Matrix, deren Elemente durch die Kompositionsformeln 
n 

(1) » andr Gino 
d=1 


gegeben werden. Wenn 6, Null oder Eins bedeutet, je nachdem 7 +- k 
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oder 1 = k ist, heif®t die Matrix mit den Elementen 6, die Einheitsmatrix 
J, und die zu A inverse Matrix A—' wird, wenn die Determinante | A | 
von A von Null verschieden ist, durch die Bedingungen 

AA Ne AS A cost ht 
eindeutig definiert. Die Einfiihrung des Derivationssymbols D,Y und 
des Produktionsintegrals erfolgt dann ebenso wie in den Nrn. 35, 36, 
und es kénnen auch die Beweise der Integralexistenz im reellen und kom- 
-plexen Gebiete ohne Schwierigkeiten auf den Fall n> 2 ibertragen 
werden. Man hat nur den Abschatzungssatz fiir die Elemente der kom- 
ponierten Matrix (Nr. 36, S.140) den Kompositionsformeln (4) ent- 
sprechend dahin zu fassen, daf® die Elemente von AB und ebenso die 
von BA dem absoluten Betrage nach kleiner sind als nMN, wenn die 
Ungleichungen | a,| < M, | 6,| < N fiir t,k =1,2,..., gelten. Dann 
ist die Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes (Nr. 36, Schlu8) und des 
Verfahrens der sukzessiven Approximationen (Nr. 37) auch ohne weiteres 
gegeben. Der Jacobische Satz (Nr. 38) lautet 


wen 
L&E, App AL 


[\Y}=|Y@[e ‘ 

und fiir die Ubertragung der Untersuchungen iiber das qualitative Ver- 
halten einer Integralmatrix in der Umgebung eines isolierten singularen 
Punktes « =a, wo die Koeffizienten a, eindeutig sind, bedarf es nur 
noch einiger Bemerkungen tiber die kanonische Form einer Matrix von 
n? Elementen. 

Wenn die zu der Matrix C gehorige Fundamentalgleichung 

(2) |C—Io|=0 
(vgl. Nr. 38) n verschiedene Wurzeln @,,..., @, besitzt, kann C ohne 
Schwierigkeit in die Form 


gesetzt werden, die kanonische Form enthalt also in diesem Falle auBer- 
halb der ,,Diagonale“‘ lauter Nullen. Dagegen erweist sich die Unter- 
suchung der Falle, wo mebrfache Wurzeln der Fundamentalgleichung 
auftreten, als recht umstdndlich. Man hat dann die von Weierstraf 
begrtindete Theorie der Elementarteiler heranzuziehen, deren Darlegung 
uns aber hier zu weit fiihren wiirde?). Es gentige zu bemerken, da8 beim 
Auftreten mehrfacher Wurzeln in der kanonischen Form auch die Ele- 
mente, die unmittelbar unterhalb der Diagonalglieder stehen, von Null 
verschieden sein kénnen, wie es ja auch fiir n = 2 vorkommt. Wir kénnen 


1) Siehe z. B. Horn, Gewohnl. Differentialgleichungen (1905), S. 68 #f. 
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hier um so eher auf die ausfithrliche Entwicklung der Elementarteiler- 
theorie verzichten, als die Integration des Cauchyschen Systems (vgl. 
Nr. 39) 


(B) —— Sy, 


55 p (K=1, 00K) 


auch fiir ein beliebiges n ganz allgemein durch das Symbol 
Y= (ear 
gegeben wird, und die kanonische Form einer Matrix C nur in Betracht. 
kommt, wenn es sich darum handelt, R so zu bestimmen, dab die Gleichung 
e2nmik — C 
erfiillt wird. Wir koénnen diese Bestimmung ohne weiteres durchfihren, 
wenn die Gleichung (2) lauter verschiedene Wurzeln hat, wir haben fiir 
n =2 auch die Unterschiede vor Augen, die das Auftreten mel -facher 
Wurzeln mit sich bringt, und begniigen uns im allgemeinen Falle mit der 
Angabe, da8 die Inversion der Matrizenfunktion e?”* stets méglich ist. 
Dann verlauft alles Weitere ebenso wie ftir n = 2, auch die Unter- | 
suchung der Stellen der Bestimmtheit, der kanonischen Systeme, endlich 
die des Fuchsschen Typus und der schlechthin kanonischen Systeme 
erfordert keine weiteren Frlauterungen. Nur in bezug auf die Form der 
Koeffizienten einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung in der 
Umgebung einer Stelle x = a, wo die Integrale nicht unbestimmt werden, 
wollen wir bemerken, da’ sich durch vollstandige Induktion (Schluf8 
von n auf n+ 1) ergibt, daB die notwendige und hinreichende Form 
allgemein so lautet *):. 
deu | $i(%—a) du Bn(x — a) 
wneaiityee te (a — a)” 


dx” Z—a dan 


=08 


wo %,, B.,..., %, in der Umgebung von x = a holomorphe Funktionen 
bedeuten. 

Man kann die eben angedeutete Verallgemeinerung noch weiter- 
fubren, indem man nicht bei einem endlichen n stehenbleibt, sondern 
den Grenztibergang n— oo ausfihrt. Das kann nun in zwiefacher 
Weise geschehen. Einmal indem man n als ganze Zahl ins Unendliche 
wachsen la8t, dann kommt man zu dem Problem eines Systems 


dyx oa 
2) siieeat YiaLk (k=1,2,...,0)} 


von abzahlbar unendlich vielen linearen Differentialgleichungen mit 
unendlich vielen Unbekannten, einem Problem, das besonders H. v. Koch?) 
behandelt hat. Andererseits kann man den Grenziibergang in der Weise 


4) Waehes 1868, Werke, I, S. 212. 
hee eae Kook: a serie Stockholm 56, 1899, S. 395. 
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ausfiihren, wie es Volterra und Fredholm getan haben, um von den 
Systemen linearer Gleichungen mit n Unbekannten zu den sogenannten 
Integralgleichungen zu gelangen. Man kommt so von dem linearen 
Differentialsystem zu einer Integrodifferentialgleichung und zwar 
von der Form (A) ausgehend zu der Streckengleichung 

dy(a\k o 

SUE) =f y(alayalea, by dA, 
. 0 
von der Form (A’) ausgehend zu der Feldgleichung 


ac) = a(ai, k) + f ulate A) a(z\a,k) da; 
0 


dabei bedeutet x eine komplexe Veranderliche, dagegen sind 7, k, A reelle 
Veranderliche, die alle Werte zwischen 0 und 1 annehmen und hier die 
Stelle der Indizes vertreten, wahrend an die Stelle der von 1 bis n erstreck- 
ten Summen die von 0 bis 4 erstreckten Integrale getreten sind. Die Theorie 
dieser Integrodifferentialgleichungen ') erweist sich als wichtig bei den 
Problemen der mathematischen Physik, die mit Vererbungscigenschaften 
(wie magnetische Hysteresis, elastische Nachwirkung) verkniipft sind ?); 
wir werden in der Nr. 76 ein einfaches Beispiel solcher Gleichungen be- 
handeln und bei dieser Gelegenheit den auszufithrenden Grenziibergang 
naher erlautern. Im iibrigen begniigen wir uns damit, hier auf diese aus- 
sichtsvolle Theorie hingewiesen zu haben, deren Bedeutung sich auch 
darin kundtut, da& sie offenbar die Theorie der linearen Differential- 
systeme sowohl fiir eine endliche als auch fiir eine abzdhlbar unendliche 


Anzahl von unbekannten Funktionen als Sonderfalle umfaft. 
* 
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Dagegen wollen wir eine andere Verallgemeinerung des Differential- 
systems (A’) besprechen, zu der man gefiihrt wird, wenn man an den 
Begriff der Art bzw. der Klasse (Nr. 48) ankniipft. Es sei Y eine Inte- 
gralmatrix des Systems (A), von dem wir voraussetzen wollen, dafi es 
zum Fuchsschen Typus gehért, und es bedeute Z eine mit Y zu derselben 
Art gehérige Matrix, so da’ also 

(3) Lea Ge 


1) Siehe V. Volterra, Legons sur les fonctions de lignes, Paris 1913, XIU, 
Kap. S. 189ff. und Drei Vorlesungen iiber neuere Fortschritte der math. Physik, 
Leipzig und Berlin 1914, 3. Vorl., S. 166ff.; L. Schlesinger, Jahresbericht der 
D. M.-V. 24 (1915), S.84; E. Hilb, Mathem. Annalen 77, 1916, 5.514; T. H. 
Hildebrandt, Transactions of the Am. Math. Soc. 18 (191%), 8.73 und 19 (1918), 8.97. 


2) Siehe Volterra, a.a. O. 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 19 
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ist, wo G eine Matrix rationaler Funktionen darstellt. Z ist dann eine 
Integralmatrix des Systems ee 


(B) —- = J zbie, | (E21, 2M) 


wo, da nach der Derivationsformel (D) der Nr. 39, S. 157 
DzZ =G-D,Y-G+ DzG 
ist, 
(4) BG WAG. 
gefunden wird. 


Hat man umgekehrt zwei Systeme (A), (B) des Fuchsschen Typus P 


und sueht die Bedingungen dafiir, dai diese beiden Systeme zu derselben 
Art gehoren sollen, so muB eine rationale Matrix 

Gas A) 
vorhanden sein, die der Gleichung (4) geniigt. Diese Gleichung schreibt 
sich, wenn man beiderseits von links her mit G komponiert, 


dG : 
ha) Walp barn 
(4a) 1, = GBR Al 
oder im michtsymbolischer Form 
d ik ths " 
©) a = 2) gabir— &X aiagir, (i, K=1,2,.-., 2) 
A=1 A=1 


also als ein System von n® linearen Differentialgleichungen fir die n? 
Funktionen g,;,, und die Bedingung, daf (A) und (B) zu derselben Art 


gehoren, besteht nun darin, daB das System (5) ein partikulaéres Losungs- 


system besitzt, dessen Hlemente rationale Funktionen von 2 sind. 
Das System (5) stellt offenbar eine Veralleemeinerung der Systeme 
von der Form (A’) dar; es spielt in der Theorie der linearen Differential- 
systeme eine iberaus wichtige Rolle, wir wollen uns darum etwas ein- 
gehender mit dieser Art von Differentialsystemen beschaftigen. 
Setzt man 
(6) Sik = ize , 
so verwandelt sich (5) in das System 
d i pa 1 
aL 2k ae Hi dx. we et (nizadr me ay 112k) ) (i, b=1, 2,...,my 
das offenbar erfiillt wird, wenn die z, den Gleichungen (B) und die »; 
den Gleichungen 
dni i 
7 = ; 
( ) dx Rar Nh 
Geniige leisten. Um die Beziehung herzustellen, die zwischen dem System 


(7) und dem System (A) besteht, betrachten wir eine Integralmatrix Y 
von (A) und setzen 


Ty Bon ¥ 4 DY Ligh we 
ne “Matrix bedeutet, deren sdmtliche Elemente ‘verschwinden, 
mit Riicksicht auf (8) 


4 


aie SO a ane VAT Herter: 
Hik = = Dei, Qik = — Aki, 


ul bet (A) das zu AN eyataih (21) adjungierte. tds je zwei 
| Ee reer oimotrrzen eines Systems (A) und seines ieee (2f) besteht i 


teh co adjungierten “Systems (A). 
Wir kénnen nun ohne Schwierigkeit die allgemeine Losung des 
Aa Nat (5) angeben. Bedeutet H eine Integralmatrix von 


war §( 2,3), (ik) = Nive 23k 
m System (5). Ebenso bilden aber die Elemente der Matrix 
a) = ff Hf Zz, 


1Oe 


9O9 Neuntes Kapitel. Verallgemeinerungen. Parametrale Probleme. 


minante bedeutet, ein Losungssystem von (5), da die g,, sich linear und 
homogen mit konstanten Koeffizienten aus den Produkten 7;, 2, Zu- 
sammensetzen. Wir behaupten aber, daB in der Form (40) das allge- 
meinste Lésungssystem von (5) enthalten ist. Um dies nachzuweisen, 
nehmen wir an, da8 die g;,, irgendein Lésungssystem von (5) bedeuten, 
und setzen die Gleichung (10) an. Wir miissen dann zeigen, daB die so 
definierten y, Konstanten sind. In der Tat folgt durch Differentiation 
von (10) 


oH dv dZ 
(11) a = i (Z4H et Hee. 
Da aber 
dZ 
TEEN Ap erg 
dx dx 


ist, so folgt aus (41) 
dG 
dx 
Setzen wir diesen Ausdruck und den a (10) von G in (4a) ein, 
so erhalten wir 


dU 
=—AHIZ +H 72+ HIZB. 


dv 
12 Bape eae 20) 
und hieraus folgt, da | H|4-0, |Z|+ 0 sind, 
ar 
die o 


was zu beweisen war. 


15. Theorie der adjungierten Systeme. Integration des yoll- 
stiindigen linearen Differentialsystems. 


Da die in der vorigen Nummer gegebene Definition der adjun- 
gierten Systeme die der adjungierten Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung, wie sie in der Nr. 56 eingefiihrt wurde, in sich begreift, sieht man 
sofort, wenn man fiir das der linearen Differentialgleichung 

(12) wu’ + gu'+ ru =0 
aquivalente System 


dy 
dx 42 
d 
a an hie US 
ee 
das adjungierte System 
ayy 4 
dite 
ly 
a2 = Hit We 


dx 


Pe a 
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bildet. Es ergibt sich dann fiir , die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dy, (qe) 
ER dna 
die nichts anderes ist als die adjungierte von (12) im Sinne der Nr. 56. 
Es soll nun gezeigt werden, da®B man auch durch ahnliche Gedanken- 
gange, wie die in der Nr. 56 befolgten, zu den adjungierten Systemen 
gelangen kann. Wir schreiben dazu das System (A) in der Form 


(A) dy, —daz X yan = 0 (k=1, 2,...,n) 
4=1 

und fragen nach dem Vorgange von Lagrange und Jacobi’), ob sich 
ein System von Funktionen w,,..., “, 80 angeben lat, daB der Ausdruck 

n n 

De Lk (ay = 0h 2» YL a) 

ee a=1 
das vollistandige Differential einer Funktion z der unabhangigen Ver- 
anderlichen 2, y,,...,Y, wird. Falls solche Funktionen mu, vorhanden 


sind, werden wir sie als Multiplikatoren desSystems (A) zu bezeichnen 


‘haben. 


Wenn man in der identischen Gleichung 
n 


d 2 UY oral (uxdyx + yedpx) 
=1 yaa 


n nm 


rechter Hand den Ausdruck dx XY 2» w,y,a,, addiert und subtrahiert, 
kth 
so erhalt man die Gleichung 


A Zee ye = 2. Ue (a —dx Lyi ai] + Lyx du,+dxXy L pxcyi dir 
k=1 ial A=1 i k=14=—1 


oder, indem man in der letzten Doppelsumme die Indizes /, 4 miteinander 
vertauscht, 


(43) a, a(n — dx s Yi. a) +- Yk (dus fe dx 3 axryn)| == ~ Ua Yye : 
q=1 = k= 


k=l 
die wir als Identitat- von Lagrange bezeichnen wollen. Wahlen 
wir die “4 so, dab 


(14) dur + da Y axa pa == 0 (k=1,2,...0 
A=1 
ist, dann ergibt (43) 
2d) Uk (dye — dx Eyrau) =a L urye; 
b=1 4=1 k=1 


die so gewahlten ,,..., 4, sind also Multiplikatoren und befriedigen, wie 
die Gleichungen (14) zeigen, das adjungierte Differentialsystem (QQ). 


1) ©. G. J. Jacobi, Werke IV, S. 236, 319 ff. 


cade ate 


cannes eae auf die aa ae 
~ schen. Identiat (13) 1abt auch sofort é 
-schen einem System (A) ame seinem a 
- seitige STE oie a ee BC De eas 
Das System (A) ist mit séineras adjungierten (a 

/ dann identisch, wenn a =— a; ist, d. h. wenn die K zientent 
‘A eine schiefsymmetrische ist. Solche sich selbst adjungierte 
spielen in der Variationsrechnung eine Rolle. — be 
Es sei Y eine Integralmatrix von (A) und Y~! = //, dann is 
wir Nr. 74 gesehen haben, die SU a enOnaer ce Matrix‘‘ 9) yon: 
also die Matrix der 


.* ¥ 
ae 


z Ss 


= 
ae 


Dik = ki 
_ Ebenso ist, wenn Y) eine beliebige 


eee von (A). Man bezeichnet ) und ) als adju ngier' 
Integr almatrizen; zwischen ihren Elementen bestehen die Beriehung 


yaa = =. ate 


3 Hiyae = Out, 
eh 


(¢) Mee Yaak = Om - 
A=1 


 Setzen wir in der Identitat von eee ),, an die Stelle VON flay 
"> folgt ‘ 


-, 


& Yik (iy da, 2 yi aie) =d XL yedix, =a 
k=1 A=1 ial 


also durch Integration = 


a 


eee Yik = 2 ee (ds — dx ee an) : 


a oS ae wir aoe tastenneoen mit y, und summieren in be: ug 
auf) t= 1,2,...,7, so erhalten wir re ky sa 


Roe ee YkYiv Dik = Dy Yiv 1 ix (ay — dz en 1a) 


Be iid fda iit’ Ricksicht auf (b) die Wnkke, Sete clone oneal abe ae 
Y k= cane 6" 


rae) TSS GE a * ie 
ey n iar 
ee : i (15) US == os ie Yik [ay oat so Yi. an). ; (Vv=1, 2,.. 

, i= * ‘ 
i 0 ie Diese Gleichungen sind Identitaten, indem sie fiir jedes buliebige 
ve Funktionssystem 4,,...,Y, gliltig Rleben 


AVES) Wate  DeScteke ¥ 
eee ae Oak - fe(a), 
AAS ENE fC aio a . N eRe eho) 
; }: gegebene monogene Funktionen von £ bedeuten “mégen. ie 
. Wir in ie fiir Yi» 2 25Yn das allgemeine Lésungssystem Uy, vet an 


ay > 


teetuisn werden, Rene eine Integralmatrix Y 4 


re inion (A) bekannt ist. Erstrecken wir die Inte- 
grale- in ae a von emem und Saar key hada Punkte Xo aus, ty ¥ 


o} 
a 


Ged die ilecaveine eee Systems (16) ea durch die Hauptlosung — 


nm 
Uy + 2 CiYiv 
i= 


rs estellt, wo die c,...,¢, willkiirliche Konstanten bedeuten. oa it 
; a i, ‘ ’ 
exe tr 
_ 76. Beispiel einer linearen Integrodifferentialgleichung. Wile 
Als Beispiel fiir die Integration des kompletten Systems wahlen wir 
dur # Aik j we 
— Pah AG k=1,2.. ., er 
(18) 3 é dt rai, me + gx(x), ( n) 
wo die aj, Konstanten, die g,(z) monogene Funktionen von x bedeuten ms 
Das verkirzte System 
. dz ae 
(19) a a aia : 
Ny fy wv Z=1 } 
ist ein Cauchysches, es besitzt die Integralmatrix 
Be (20), 7 Z = 2A, 
und wenn wir a, =— a; setzen, so ist die adjungierte Integralmatrix 


Q2= 2%, 
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Die zu x = 2, gehorige Hauptlosung des vollstandigen Systems lautet 
demnach 


Wy = i BB sila) al€) ule) ds 


Nun ist aber ji = ¢,;, wenn C,, die Elemente von Z— bedeuten; es sind 
folglich 


n 


wr, = B aig(t)pn(€) = 2 CulE)z0(2) 


i 


die Elemente der Matrix 


o\ A 
(24) W = 216-1200) =(5) , 
und wir finden 


(22) wy = 5 “Wi om(E) de - 
¢=1 
Wir machen nun, indem wir n ins Unendliche wachsen lassen, den 
Ubergang von dem Differentialsystem (18) zu einer Integrodifferentialglei- 
chung. Dies geschieht in foleender Weise. Die Indizes 1, k, die die ganz- 
zahligen Werte von 1 bis n annehmen, werden durch stetige, reelle Ver- 
anderliche z, k ersetzt, die alle Werte des Intervalls von 0 bis 1 annehmen 


konnen. In einer Matrix A ist jedem ganzzahligen Wertepaar (1, k 
=1,2,...,n), also jedem Punkte eines quadratischen Zahlengitters, 


eine GroBe a, zugeordnet, die noch eine Funktion von x sein kann; ent- 
sprechend verstehen wir unter ememFelde A die Zuordnung einer Grofe 
a(t, k), die noch eine Funktion von « sein kann, zu jedem Punkte des 
Quadrates OS1<1, OSkA<1. Wird nur die eine Veranderliche 7 
betrachtet, also jedem Werte des Intervalls 0O<1<1 eine GroBe y(z) 
zugeordnet, so sprechen wir von einer Strecke. Die Elemente eines Feldes 
oder einer Strecke denken wir uns immer als stetige Funktionen der 
Verdnderlichen 7, k. Ist a(t, &) ein Feld, so haben wir nach der Definition 
des bestimmten Integrals 
1 n L 4: 
i ali,k)dt lim 2 a( | ft). (0<k<1) 
0 


any 
n—>o i=1 n 


in diesem Sinne treten an die Stelle der Summen ther die ganzzahligen 


Werte 4, 2,...,” eines Index Integrale zwischen den Grenzen 0 und 1. 
Bedeutet a(t, k) em konstantes!) Feld, und setzt man 
as RS alr 
(23) nl, , | = Uk, (i, B=1,2, ..,n) 


so geht fiir n> oo dag Differentialsystem (18) iiber in 


1) d. h. von @ unabhingiges. 
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(ey SE = fay ® 


0 
also in eine Streckengleichung (vgl. oben S. 289) und entsprechend 
das verkirzte Differentialsystem (19) in die verkiirzte oder homogene 
Streckengleichung 


dz(alk 4 
(19a) aay ={ x aA) ah, eh aA (0<k<1) 


dd + g(al|k), (0<k<1) 


0 
Die Elemente der Integralmatrix Z von (19) bezeichnen wir, um den 
Grenziibergang vornehmen zu kénnen, mit 


4 
(24) Zik =) Yik + Oix , (k={ en) 
so da®B also die y,;, dem Differentialsystem 
dyik = naj 
(25) ee = z aie By yam (0, %=1,23) 225.7) 


gentigen, das fiir n > oo in die Se hdes 


dy(a\i,k) (i,k) 1. . a(a,k) ,, ae 
epee ee) I (eye, aye a pene a 


0 
ubergeht. Um ein Lésungsfeld (entsprechend der Integralmatrix) fiir 
diese Gleichung herzustellen, beachten wir, da® sich aus (20) und (24) 
fir die Matrix Y die Darstellung 
nAlogx 1 (nA)*(logx)? 1 (nA)s (log x) 
My eek el T 7 SIR as ee 
ergibt. Beim Grenztibergang verwandelt sich die Matrix nA nach (23) 


in das Feld A der a(t, k). Ferner sind nach der Kompositionsgleichung (1) 
die Elemente der Matrix (nA)? durch 


nr 


2 Nai NAjz 
ga 


dargestellt, also gibt zs (nA)? beim Grenztibergang das Feld 
" ; k ae 
lim 5 a, “Vale 1 [ ai, 4) a(A, k) da, 


n>o 4=1 7 non n n ea 


i! 
das wir mit A® bezeichnen; weiter wird 5 (nA)? zu dem Felde 
AB ak i a(i, A bu) a(u, k) dadu 


usw. — Wir erhalten ite “fiir das Lésungsfeld Y der Feldgleichung (19b) 

die Darstellung ; ‘ vee 
; logr A’ (loga A? (logx 

Ye et ean 
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Das Feld 
Se Je Rites 


va y! 


Vitla(z (i,k) = 


nennen wir die Volterrasche Transzendente +); sie spielt in der Theorie 
der Integrodifferentialgleichungen die analoge Rolle wie die Exponential- ‘ 
funktion, oder genauer wie die Funktion e' —1 in der gewohnlichen Ana- i 
lysis. In dieser Bezeichnung ist also 


Y =V(logzja(u, ’)); , 
durch den analogen Grenziibergang erhalten wir aus der durch die 
Gleichung (24) definierten Matrix W das Feld by 


(log | ali, i)] 


‘4 “ 
ie ee ed 


und somit aus (22) als Hauptlosung der vollstandigen Streckengleichung 2 
(18a) die Lésungsstrecke 3 
“2 1 x | a 

(26) u(r) =" [ately + fated) W (lox ¢ a(2, 4) aa fas, ‘ 
SNe be : 

von der man sich durch Einsetzen iiberzeugt, da® sie die Integrodifieren- 
 tialgleichung (18a) tatsachlich befriedigt. i 
Das Problem des Gleichgewichts einer isotropen elastischen Kugel : 
unter Beriicksichtigung der Vererbung (Hereditaét) fiihrt, wie Volterra ?) { 
gezeigt hat, auf die Bei ri ak ine cons ar E 
dy (ak) c f a(A, a q 

(27) Bk eee (x|k) +f 0 (x4) dd +- f(a|k) , ‘ 

0 d 

wo c ebenso wie a(i, k) von x unabhangig ist, eine Gleichung, die sich von < 
(18a) nur durch das Zusatzglied — < unterscheidet. Setzt man, um (27) i 
auf (18a) zuriickzufiihren, ‘ 
e(a|k) = (a) u(alk), glaxlk) = Halk) 

‘i aC) } 


und la8t w(xjk) der Gleichung (4 Ba) g gentigen, so ergibt sich fiir q(x) die ~ 
Gleichung 
dy(x) c 
de ince oe 
also p(x) =a-°, g(x|k) =a f(x|k) und die Lésung von (27) erscheint 
in der Form 
1) Siehe z. B. V. Volterra, Lecons sur les fonctions de lignes, Paris 1913, 
S. 198. 
*) V. Volterra, Rendiconti della R. Acc. dei Lincei, 1910 I, 8. 107#f. 


st. 


von. Volterra angegeben worden i 
| _ Fundamentalsubstitutionen in ihrer Abhingigkeit you vege 
en in den Koeffizienten des Differentialsystems enthaltenen Para- 

ss metern. Das Riemannsche Problem. eae N. 


- Was wir in den Nrn. 47, 48 iiber die Bestimmung der Fundamental- . “tains 
itutionen eines Differentialsysiems vom Fuchsschen Typus aus- 
rt haben, bezog sich vorwiegend auf die numerische Berechnung 
Elemente, wenn man sich die Koeffizienten des Differentialsystems 
sch gegeben denkt. Betrachtet man dagegen die in diesen Koef- 
n enthaltenen Konstanten als veranderliche Parameter, so kann 
1an fragen, wie die Elemente der Fundamentalsubstitutionen von diesen 
: irametern analytisch abhangen. Wir wollen im folgenden ein schlecht- 
hin kanonisches Differentialsystem fiir m unbekannte Funktionen zu- 
de legen, dessen samtliche singulére Punkte a,,a,,...,4,, 00 Ver- 
veigungspunkte sind, und das fiir jeden dieser Punkte die Normalform — 
at; wir schreiben es 


n 5 
(A) dy en x yiaix, (K==1)25 sraegl te) oN 
. dx yt Nace 
0 ry bs 
(28)- Cpuecet ee (i, k=1,2,...,m) ire 
is y-1 ¥— a f 
, und bezeichnen mit @,..., 2© die Fundamentalsubstitutionen, 
mit denen die Integralmatrix | 
i ‘ i, 8 t f: 
> y= | (Ada + 1) ke 
We ) ni 
Ze Y 
sich von links her komponiert, wenn x die Querschnitte J,,...,1, tiber- 
-  schreitet. Die Parameter, von denen die Koeffizienten a, abhangen, sind ee 
mH 4) die no Residuen r®), 
i ae ei a ) 
ies 2) die singularen Punkte a@,, ay, ..., G.- 


Von den ersteren hangen die Koeffizienten a, ganz und rational ab; dar- 
aus folgt, wie wir schon in der Nr. 37 angemerkt haben, daB die y,, ganze 
 transzendente Funktionen, also bestandig konvergente Potenzreihen der 
- er sind. Die Koeffizienten dieser Potenzreihen sind natiirlich Funktionen 
--yon &, @,,..., @,; in bezug auf diese gilt das Folgende +). Man denke sich 


4) H. Poincaré, 1884, (Huvres I], S. 312. 
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die y,, durch das Verfahren der sukzessiven Approximationen (Nr. 37, 
S. 143) dargestellt, also 
Y=/f+ UQ +4 U@ + -.-- in inf., 


(29) yw =f aay ym = ["({Aae) hae 
fio x % 

dann setzen sich die Koeffizienten der nach Potenzen der rv) fortschrei- 

tenden Reihen additiv zusammen aus Ausdriicken von der Form 


ee dx 


"2 A(L< as) 
VAL: oO =| Dee ee Es =| a ee 
(x; 1) i) L—a,’ a. 1 2) ; L— Ay ’ 
(30) Xo Xy 
7] (CE a Ce ae Ore ea 

A(X; 04, Ug)» - - Ug) = | a a Dnt ae ae 
4 L — Ag 
nai) 

wo die a, @,..., @, aus der Reihe der Punkte a,, a,,...,4, in unbe- 


schrankter Anzahl und beliebiger Reihenfolge bei unbeschrankter Wieder- 
holung entnommen sind. Dabei sind die Integrationen von 2) nach x 
auf demselben Wege zu erstrecken, wie das Produktintegral Y. 

Nun kénnen die 2%,..., Q selbst als Produktintegrale geschrieben 
werden. Bezeichnen wir namlich das Produktintegral erstreckt auf einem 
innerhalb der Flache 7 verlaufenden Wege wieder (wie in der Nr. 47) 
mit Yp und betrachten dann dieses Produktintegral erstreckt auf emem 
Wege L,, der den Schritt 1, einmal im positiven Sinne iiberschreitet, 
80 ist 


at 


(S4)0 0° (Ly) [> (Ade + 1) == OO ine 
Xs 

Aber ZL, setzt sich zusammen aus dem in 7 
verlaufenden Wege von 2) nach x und aus 
einem von x ausgehenden Umlauf w, um 
den Punkt a, (Fig. 5). Aus der Definition 
des Produktintegrals folgt allgemein, dab, 
wenn 2%, 21, % drei aufeinanderfolgende 
Punkte auf einer Kurve bedeuten, fiir die 
fangs dieser Kurve erstreckten Produktinte- 
grale die Gleichungen gelten: 


P(Ade + 1) =f “(Ade + 1) +f “(Ada+ QD), 
f(Adx + 1) =(f Ade + D)™ 


Wir erhalten also 


(Lif (Ade Yl) = YoJ (Adee 1) Val (Ads 8 ee 


Xo (w,, (wy 
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Es ist aber 


Yr f (Adn + 1)- Yo! =f (Ade + 1), 

(wy) (8,) 
wo s, em von % ausgehender einfacher Schleifenweg, d. h. ein geschlos- 
sener Weg ist, der den Schnitt J, einmal im positiven Sinne durchquert ; 
wir finden demnach ‘ 
(Ly) f (Ade + 1) =f (Adz + 1). Yr 

By (sy) 


und folglich mit Riicksicht auf (31) 


= 


LY ef (Ade + dy. 
(sy) 

Die Fundamentalsubstitutionen der Integralmatrix Y sind demnach die 
iiber die von 2% ausgehenden einfachen Schleifenwege s, erstreckten 
_ Produktintegrale. Wenn wir also in (29) die Integrationen iiber diese 
Schleifenwege s, ausfithren, so erhalten wir die Darstellungen der Ele- 
mente der Q) als bestandig konvergente Potenzreihen der r(?), deren 
Koeffizienten nur von den a,,..., a, abhangen, und zwar setzen sich diese 
Koeffizienten additiv zusammen aus den Ausdriicken (30), in denen die 
Integrationen auch tber dic Schleifenwege s, zu erstrecken sind. Die 
ow) sind demnach ganze transzendente Funktionen 

(32) Dap Guy han) 
der r®, und die Formeln (29) zeigen, daf die in den 7) linearen Glieder 
der e®) die Form haben: 


Udy = ( Ade = ERO { 
va \ « 


(sy) (sy) 


da 
L—aa- 


Nun ist aber 
{<= Evite {9, Tur AEE 
LX — Qh \2aV—1, PU Ata Pe 
folghich lauten die Entwicklungen (32) 

(32a) Oe Oat eV lee Cyerae tg) 
wo die durch Punkte angedeuteten Glieder in den 7\)) vom zweiten und 
héheren Grade sind. 

Bilden wir also die Funktionaldeterminante 4 der n’o ganzen 
transzendenten Funktionen e® nach den n?o Residuen r\), so hat 4 
fiir die Stelle 

(33) cea Re Pees 
den Wert 

Ay = (20 V— Aye , 
4 ist also jedenfalls nicht identisch gleich Null. 


¥ 1 
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Daraus kénnen wir schlieBen, da®B in der Umgebung der Stelle (33) i 


die Umkehrung der n?o ganzen transzendenten Funktionen e\ d.h. die 


Auflosung der Gleichungen (32) nach den r% méglich ist. Fiir die Stelle 
(33) sind die w% = 6,,, die Gleichungen (32) kénnen also sicher nach — 


den r¥ aufgelost werden, wenn die o‘;) in einer hinreichend kleinen Um- 


gebung der 6,,, oder, wie man sagen kann, wenn die 2%, ..., 2 in bin- 


reichender Nahe der Einheitsmatrix J liegen. Dabei sind die a,,..., a, 
als fest anzusehen. Man bezeichnet die Aufgabe, bei festgegebenen 
M4,...,@, und beliebig vorgeschriebenen Fundamentalsubstitutionen 
2, ..., Q die r, also das Differentialsystem (A) zu bestimmen, als das 
Riemannsche Problem +). Wie wir sehen, ist dieses Problem stets lés- 
bar, wenn die 8 in der Nahe von J liegen. Wenn die 2 beliebig, aber 
so beschaffen sind, daB die Wurzeln der Fundamentalgleichungen, die zu 


den Q%,..., 2 und zu OC+ gehéren, dem absoluten Betrage nach — 


gleich Eins sind, kann die Lésbarkeit des Riemannschen Pro- 
blems mit Hilfe der Poincaréschen ,,séries zétafuchsiennes‘‘ erwiesen 
werden ?); wenn diese Beschrankung nicht besteht, so sind diese 


Poincaréschen Reihen nicht unbedingt konvergent, aber die Lés-— 


barkeit des Riemannschen Problems kann dann auf Grund anderer 


Uberlegungen als gesichert angesehen werden ?). Die Schwierigkeit bei 
(y) 


der Umkehrung der ganzen transzendenten Funktionen e'7) liegt darin, 
da a priori die Méglichkeit besteht, dafi diese Funktionen Wertsysteme — 
auslassen, die in der komplexen Mannigfaltigkeit von no Dimensionen. 


Gebiete derselben Dimensionenzahl erfillen. Fir ganze transzendente 
Funktionen von einer Veranderlichen ist diese Moglichkeit durch den 


Casorati-WeierstraBschen Satz ausgeschlossen, der besagt, da® eine — 


ganze transzendente Funktion jedem beliebigen komplexen Werte beliebig 


nahekommen kann. — Imallgemeinen sind bei fest gedachten a,,...,a, die — 


r) durch die Gleichungen (32) als unendlich vieldeutige Funktionen der 
ow) definiert. Um ein eindeutig bestimmtes Zweigsystem dieser Funk- 
tionen zu isolieren, geniigt es nach dem Fundamentallemma (Nr. 48), 
die Wurzeln der zu a,,..., 4, @g41 gehdrigen determinierenden Funda- 
mentalgleichungen festzulegen. Hat man zwei verschiedene Zweig- 


systeme r':), r®) dieser Funktionen, so bestimmen diese zwei verschiedene 


1) Siehe B. Riemann, Fragment, Werke (1892), S. 379. 

*) L. Schlesinger, Comptes Rendus, 126, 1898, 5. 723. 

3) L. Schlesinger, Math. Annalen 63, 1906, 8. 273, 277; D. Hilbert, Gét- 
tinger Nachr. 1905, S. 308; J. Plemelj, Monatshette fiir Math. u. Physik, 19 (1908), 
8.211; G.D. Birkhoff, Proc. of the American Academy of Art and Sc., 49 (1913), 
SS) b2 1. 


Ve 
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% schlechthin. kanonische Differentialsysteme (A), (A), die zu derselben 
Klasse gehéren und fiir die die Wurzeln der determinierenden Funda- 
~mentalgleichungen sich um ganze Zahlen voneinander unterscheiden. 


78. Das Fuchssche Problem. Aufstellung eines Differential- 


systems zweiten Grades. 


Fur ein gegebenes Differentialsystem (A), in dem man sich die 


@,..., 4, einerseits und die r©) andererseits als willkiirlich vorgeschriebene 


feste GroBen vorstellen kann, werden die {) im allgemeinen sowohl von 
den r& als auch von den a,,...,a, abhangen. Geht man dagegen von 
dem Riemannschen Probleme aus, d.h. denkt man sich einerseits die 
a,,...,4, und andererseits die Fundamentalsubstitutionen Q®,..., Q@ 
beliebig vorgeschrieben, so kommt man zu Differentialsystemen (A), fiir 
die die Fundamentalsubstitutionen von den singuléren Punkten a,,... , a, 
unabhangig sind. Fuchs) hat allgemein nach den Bedingungen gefragt, 
die erfillt sein miissen, damit die Fundamentalsubstitutionen eines Diffe- 
rentialsystems oder einer linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung 
von einem in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhangig seien. 
Wir wollen insbesondere die Bedingungen dafiir aufzustellen suchen, dah 
die Fundamentalsubstitutionen ©”) des Systems (A) von einem der sin- 
gularen Punkte a, unabhangig werden ?). 

Wir bezeichnen den singuléren Punkt a, mit ¢ und betrachten 
als unabhangig veridnderliche GréSe, die iibrigen singulaéren Punkte 
G1,--- 1,4, G44,---+, 4%, Seien von ¢ unabhangig. Die Darstellung der 
Integralmatrix Y durch die Methode der sukzessiven Approximationen 


zeigt, daB ihre Elemente y,;, monogene Funktionen von ¢ sind; wir bilden 


nunmehr 
OY 
/ esi Ye aman 
Divot) at (De 
Da die y, als Funktionen von 2 keinen Punkt der Unbestimmtheit be- 
OYi Rae . 
sitzen, so gilt das gleiche von den = und folglich auch von den p,z; 


ferner ist deutlich, da8 die p;, als Funktionen von x keine anderen sin- 
gularen Stellen haben kénnen als die y;,. 
Wir nehmen nun an, dafi die zu Y gehorigen Fundamental- 
substitutionen Q%,...,2 von ¢ unabhiangig seien; dann ist 
1) L. Fuchs, 1888, siehe Werke III, S. 117 ff. 
2) Vel. fiir das Folgende L. Schlesinger, Crelles Journal 129 (1905), S. 287, 
Vorlesungen 1908, S. 312, Crelles Journal 141 (1912), S. 96 ff. 
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O : oY 
rd v) y () ee 
ot Os ee at 
und folglich 
O(2 Y) Aeon Y CROd ee now, 
(QO) Yt QO) ee 
d. h. die p;, andern sich nicht, wenn x irgendeinen der Schnitte 1,, ..., 1, 


iiberschreitet, sie sind folglich allenthalben eindeutige Funktionen von x 
und, da sie nur eine endliche Anzahl singularer Stellen der Bestimmtheit 
haben kénnen, rationale Funktionen von z. 

Es sei nun in der Umgebung von x =a,, v+ A 


Y =C (¢— a,)=™ 6, 
wo C” eine von x unabhangige; ® eine in der Umgebung von 2 =a, 
holomorphe Matrix, 2) die zu « =a, gehérige determinierende Matrix, 


also die kanonische Form von R bedeutet und die Determinante |®| 


flr x =a,nicht verschwindet. Da 
e2nts™) 
die kanonische Form der Matrix 2”, und 82 von A unabhangig ist, wird 
auch 2X) von ¢ unabhangig sein, und da ferner 
OY) = CY) e22t SO CW)—1 

ist, kann auch C® von ¢ unabhangig gewahlt werden). Wir haben dann 

oY xy OD”) 

5p = EO) (a — a,)= — as 
und folglich 

y—1 ON — Pi)— EOD Ds ebay Ds 

ot ot 

Da wegen |) (a,)| + 0 auch die Elemente von ©” in der Umgebung 
von « =a, holomorph sind, gilt das gleiche fiir die Elemente von P. 
Diese sind also in der Umgebung der von ¢t unabhangigen 
singularen Stellen ‘a;,..., @j-4), @11,---5 4, und ebenso 1msder 
Umgebung von x = oholomorph. Bei dem Beweise dieses Satzes 
wurden in bezug auf ¢ nur die Eigenschaften benutzt, da® die yj, mo- 
nogene Funktionen von ¢ und die Q@%,..., Q© vont unabhangig sind. 
Der Satz gilt also fiir jeden in den Koeffizienten von (A) auftretenden 
Parameter, fiir den diese Eigenschaften bestehen. 


Fiir die Untersuchung der p,, in der Umgebung von « = t= 4, 
setzen wir ?) 


1) Bei der Darstellung Y= BY (eran <p) kénnte man natiirlich nicht 
schlieBen, daB R®™ und B” yon t unabhangig sind, deshalb muSten wir hier die 


determinierende Matrix 2 selbst zur Darstellung von Y benutzen. 
2) Nach R.Garnier, Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 43 (1919), 8.155 ff. 
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[= LIE ah hts emmee id ae gE ? 
dann wird 
Yik = yu (2, t) = yr (E + 17,7), 
also haben wir 
OYsk OYik OYik _ OYik CYik 
0—€ ” Ox’ Ot Ox as ot 


und folglich 


Lah KOT, 
(34) Vee A 
(35) ve CT SAL. 


Pur das Differentialsystem (34) hangt diedem x = a, =¢ entsprechende 
singulare Stelle € = 0 nicht von dem in den Koeffizienten von (34) auf- 
tretenden Parameter t ab; nach dem vorhin Bewiesenen ist folglich 
A-+P in der Umgebung von =0 holomorph als Funktion von &. 
Spalten wir von a, den zu&=0, d.h. x =a), gehérigen Partialbruch 
pA) 

a ab, so muf demnach p,, in der Umgebung von x = a, die Form 
haben: 

(36) rie 

Re tags aie Vik 5 

WO y;, in der Umgebung von € = 0, also von x = a,, holomorph ist. Nach 
dem Vorhergehenden ist aber y, auch in der Umgebung eines jeden anderen 
a-Wertes (co eingeschlossen) holomorph, y,, ist folglich von # un- 
abhangig. 

Man kann nun durch eine einfache Transformation die y,;, zum 
Wegfall bringen. Setzen wir namlich 


(37) Vie As 4 
wo die Elemente von C von x unabhangig sind, so ist 
(38) s = LOAC 
CLs ON) hy CoCr Aas oC 
(39) OL aay + Y oe se EPC! ee Y, Ai 
Nun folgt aus CC~? = J durch Differentiation nach ¢ 
oc ec i 
ape Mau aaron 
wir kénnen also (39) in der Form schreiben: 
aC 
(39a) a YPC—! — YC vee 1) 


Setzen wir nunmehr 
Schlesinger, Differentialgleichungen. 20 
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Did Crag 
C= GERE tape ee 
so folgt aus (39a) und (37) 
Z 
(39b) ee =O. 
Durch die Transformation (37) verwandelt sich aber die Matrix 7’ in. 


0€ 
Crco-1 — OP Got 
und dieser Ausdruck verschwindet, wenn wir C so wahlen, dai 
oc 
(40) pe Oke 
Wir konnen also in der Tat durch die Transformation (37) die y;, zum 
Verschwinden bringen, wenn wir C als Integralmatrix des Systems (40) 
wahlen; daf durch diese Transformation die Unabhangigkeit der 2, ..., Q 
von ¢ nicht gestort wird, liegt auf der Hand, da ja die Rechts- 
komposition von Y mit einer von x unabhangigen Matrix die Funda- 
mentalsubstitutionen tiberhaupt nicht beriihrt. Dagegen geht durch die 
Transformation (37) die Eigenschaft der Integralmatrix, sich fiir 7 = x 
auf die Einheitsmatrix / zu reduzieren, verloren. 
Wir denken uns nun diese Transformation von vornherein ausge- 
fiihrt und schreiben wieder y;, an Stelle von z,,; dann geniigen die yj, 
den beiden simultanen Differentialsystemen 


: OY 0 RY) 
f aah a - —s ita kee 2 i 
(A) ) Ox va Nae v5 i a,” ey) 
TCLS : ——h@) 
>) ee ee Pe. 
ce Maa tar at Anh anaes 
Be cohnent win aie deni System (Ait sine Guedenisy tea mae 
erechnen wir aus dem System (A) Stog Und aus dem system (P) Acor 


so finden wir 


Ge OY beh Wen Biot & OY Oe 

2) Bede. OE ie CONOR OL eee ee 
sollen die beiden Systeme (A) und (P) miteinander vertraglich sein, so 
mussen die beiden Ausdriicke (42) tibereinstimmen, und man kann zeigen *), 
daf die sich so ergebenden, sogenannten Integrabilitatsbedingungen 


auch fiir die Vertraglichkeit von (A) und (P) hinreichend sind. Man 


ae y Vio 
erhalt auf diese Weise, wenn man noch fiir und S ihre Werte aus 
(P) und (A) einsetzt und dann die allerseits links komponierende Matrix 
Y unterdriickt, die Integrabilitatsbedingung 


1) Vel. z. B. L. Schlesinger, Vorlesungen 1908, S. 54 if. 
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OA oP 


oder ausfiihrlicher 


ee ECD) ie RY 6 A) AR”) 
h seine aed dl Aus Feber te 
rs) Beat = x — ay hag ae, ot 
4 a) SV PUD) RY 
gh RCD) : pete oy Se 
aneomceee packeate eae (x —t)?* 
Hierin heben sich nun, da a, =f ist, die Gheder mit (@—tp weg, und 
wenn man noch 
Pa wearonis een At eee Nees 
(7—a,)\(x—t) t—a ua—t a—t x—a, 


schreibt, so findet man durch Vergleichung der Koeffizienten von 
i, Eo (vy =1,2,...,0) auf beiden Seiten der Gleichung (43) die 
von L. Schlesinger (1905) aufgestellten Gleichungen 
BRO R®AR) — ROR® 
Cher ly Gps 
ORM ROR) — RO R® 


VA) 
(R) 


oes) t— a, 
die die notwendigen und hinreichenden Bedingungen daftr 
darstellen, daB die Fundamentalsubstitutionen —- oder, wie wir sagen 
kénnen, die Monodromiegruppe — einer Integralmatrix des Diffe- 
rentialsystems (A) von dem singulaéren Punkte a, =i unabhangig seien. 
Ks ist dies, wie wir sehen, ein System von Differentialgleichungen zwei- 
ten Grades fiir die n?o0 Residuen ry’ als Funktionen von a, = /. 


19. Algebraische Integralgleichungen des Differentialsystems (R). 
Besondere Fille. 


Kine Anzahl algebraischer Integralgleichungen des Differential- 
systems (R) laBt sich sofort angeben. 
Zunachst findet man durch Addition der Gleichungen (R) 
ORY 
y=1 ot 


_also 


(44) SA At meas 


y=1 
wo C eine konstante (von ¢ unabhangige) Matrix bedeutet. Nun ist aber 


oO z : . 
xy R” =— ROTY die zum Punkte xz = oo gehdrige Residuenmatrix des 
y=1 , 


20° 
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Differentialsystems (A). Die Gleichungen (44) besagen also, dab diese 


von ¢ unabhangig ist. In der Tat wird dies gerade durch die Transforma- 
tion (37) bewirkt; eine emfache Rechnung zeigt namlich, da’ der Erfolg 
der Transformation (37), die y,, zum Verschwinden zu bringen, geradezu 
darauf beruht, C so einzurichten, daB in CAC* die zu « = « gehorige 
' Residuenmatrix von / unabhangig wird. Man kann mit Hilfe von (44) 
das Differentialsystem (R) einfacher so schreiben: 
OR) RAR) — RO RA 
SAIN wie Lepr eae: 
(R’) : 


R®) = — YR) — Ret) , 
v2 


(yA) 


in dieser Form treten nur noch n?(¢— 1) Unbekannte auf, dafiir enthalt 


die R® bestimmende letzte Gleichung die n? Elemente von R@+» als Inte- 


grationskonstanten. 


Weitere Integralgleichungen ergeben sich, wenn wir die A” fir 


einen Augenblick als bekannt ansehen; dann stellt namlich 


OR’) RA RY 

Sm aetna Oe | 

ein lineares Differentialsystem von der Form (5) der Nr. 74 fiir die Ele- 

mente von R® dar. Die entsprechenden Systeme (B) und \(A) lauten 
hier iibereinstimmend 


dy n 74) : 
TES anak Bala ae 
bezeichnen wir eine Integralmatrix dieses Systems mit ©, so wird also 
(siehe Gl. (10) der Nr. 74) 
ROY =O LO, ; 
wo & eine konstante (von ¢ unabhangige) Matrix bedeutet. R) ist also 
mit einer konstanten Matrix 2 abnlich, d.h. die kanonische Form 
von AR” ist konstant. Denselben Schlu&8 kénnen wir aus der Diffe- 
rentialgleichung 
OR”) Re yy. RY 


ap RD ss) ee ki 


-— RA 
re) yey b — Gy vat — ay 


des Systems (R) in bezug auf R™ ziehen. Natiirlich hatten wir dieses Er- 


gebnis auch aus der Tatsache erschlieBen koénnen, da® die Fundamental- — 
substitutionen 2” von t unabhangig sind, es ist aber nicht unwichtig, — 


dies direkt aus der Form des Differentialsystems (R) abgeleitet zu haben, 
Wir haben auf diese Weise fiir jedes » =1,2,...,0 weitere n, 


im ganzen also no neue algebraische Integralgleichungen gefunden. Man 


kennt somit n?-+ no algebraische Integralgleichungen des Systems (R), 
wodurch es méglich wird, dieses auf ein System von n*o— (n?+ no) 
Differentialgleichungen erster Ordnung fiir ebenso viele unbekannte Funk- 


oe hee! 
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tionen zu reduzieren. Fir den Fall n =2, o =2 des Riemannschen 


Differentialsystems wird diese Zahl gleich Null; in der Tat wissen wir, 
da® fiir dieses System oder, was ja dasselbe hei8t, fiir die GauSsche 


Differentialgleichung die Fundamentalsubstitutionen stets von den sin- 
~ gularen Punkten unabhangig sind. 

pi Beim nachsteinfachen Falle n = 2, 6 =3 haben wir 12 Residuen ~ 
und 40 algebraische Integralgleichungen, das System (R) wird sich also 
in diesem Falle auf ein System von zwei Differentialgleichungen erster 
ff Ordnung oder auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung reduzieren 


lassen. Fiir n = 2 und ein beliebiges o wiirde (R) auf ein System von 
2o0—4 Differentialgleichungen erster Ordnung oder o— 2 Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung zuriickgefiihrt werden kénnen. Diese Zu- 
riickfiihrung 1a8t sich in folgender Weise bewirken. 

Wir gehen von dem schlechthin kanonischen System fiir zwei Un- 
bekannte (vgl. Gl. (58), Nr. 46) aus: 

. dye Lik 22K 

(45) Ap Ya w(x) + Ye w(x)’ 
wo die g;, ganze rationale Funktionen vom héchstens (o— 1)-ten Grade 
bedeuten und 


(k=1,2) 


wa) = (@— a)... (@ — ae) 


ist, und wollen uns die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung her- 


gestellt denken, der 
(46) Z= Yih + Yghs 

bei konstanten h,,h, geniigt. Es seien y;, die Elemente einer Integral- 
matrix von (45), dann bilden 

Zo = Yuh, + yh, (i=1,2) 
ein Fundamentalsystem jener Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Fiir die Wronskische Determinante des Fundamentalsystems 2,, 2, er- 
gibt sich durch einfache ee 


| | { 
| | 
i | Su 812 7 | 
41 2 te (Yay Yr9 | hy et Ty hy | 
| | 
| 


| 
| | 
| 
Ht S21 S22 
Za, 2o| ve Yea [hy #8 TG Ty mh 
| | 


od 


und mit Benutzung der Jacobischen ae mel Ne 38, Gl. (36)) 
[tet9e ay ni 
; 2 2 : 
2123 — 2g, = Ce ie (hi ger + Ny he(Se2 — 811) — 43812) y 
Wir sehen daraus, da® die Differentialgleichung zweiter Ordnung fir z 
auBer den singularen Punkten a,,..., a0, 0 des Systems (45) noeh 
auGerwesentlich singulére Punkte besitzt, an den Stellen nam- 
lich, wo 
he go + Nha (B22 — 811) — M812 = 9 
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ist. Durch passende Wahl von h,, h, kann man erreichen, dafi in dieser 
Gleichung, die im allgemeinen vorn Grade o — 1 ist, der Koeffizient von 
a°—1 verschwindet, so da®B wir dann noch o— 2 auferwesentlich singu- 
lare Punkte 5,,..., 6,» fiir unsere Differentialgleichung zweiter Ordnung 
erhalten. Diese sind wohlbestimmte algebraische Funktionen der Resi- 
duen 7‘) des Systems (45), und wenn man nun die Differentialgleichungen 
(R), denen die 7 als Funktionen von a, =/¢ geniigen, in Differential- 
gleichungen fiir diese 6,,...,6, , umrechnet, so erhalt man das oben 
erwahnte System von o — 2 Differentialgleichungen zweiter Ordnung, 
das dem System (R) aquivalent ist. Garnier?) hat dieses System auf- 
gestellt, indem er direkt die Bedingungen suchte, die bewirken, da 
die Monodromiegruppe einer linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung des Fuchsschen Typus mit o wesentlichen und o — 2 auBerwesent- 
lich singuléren Punkten von dem singulaéren Punkte a, =t unabhangig 
sei. Es zeigt sich, da8 sich dann alle in dieser Differentialgleichung zweiter 
Ordnung noch auftretenden Parameter durch die 6,,...,6, 2 und ihre 
Derivierten nach ¢ rational ausdriicken lassen. 

In dem Falle o= 3, wo also nur ein auferwesentlich singularer 
Punkt 6, =u vorhanden ist, wahrend man zwei der wesentlich singu- 
laren Punkte, etwa a@,, d,, durch lineare Transformation 


=) 


E fies et ay 


UD yee ae cal 
nach Q und 1 verlegen kann, ergibt sich fir uw als Funktion von a, = 
die folgende von R. Fuchs?) aufgestelte Differentialgleichung zweiter 
Ordnung: 


47 ig De Al 4 fe \ dale Tink 3 Ae eee 
ae +( ANT tie a ale ala Seen = di 

ROR es hab t—1 (i= 

2° aoc e Wo at oe ae Og ee 

WO 6,,, 0, 1, 0, die Quadrate der Differenzen der Wurzeln der deter- 
minierenden Fundamentalgleichungen sind, die zu den singuléren Punkten 
oo, 0, 1, ¢ der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung fir z gehéren. 

Es hat sich nun das iberraschende Ergebnis herausgestellt*), dab 
diese Differentialgleichung (47) in gewissem Sinne die allgemeinste Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung von der Form 

d?u ‘du 
(48) deo e 1 U, | 


: Garnier, Théses, Paris 1911, S. 85. 


NMR: 
*) R. Fuchs, Comptes Rendus 141 (1905), Mathem. Annalen 63 (1906), S. 301. 
*) Vel. R. Garnier, a. a. O- 


oy ‘ 
Ty 


a ee aE a ES ee ee ae eR ea 


- 
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ist, die keine mit den Anfangswerten verschiebbaren Verzweigungspunkte 
und Unbestimmtheitsstellen aufweist, oder wie man kiirzer sagt, die nur 
feste kritische Punkte besitzt. Darin bedeutet A eine rationale 


: du ioe oe 
Funktion von ep und uw mit in ¢ monogenen Koeffizienten. Wir finden 


uns auf diese Weise wieder in den Gedankenkreis des zweiten und dritten 
Kapitels zuriickversetzt. In der folgenden Nummer werden wir die ana= 
logen Fragen fiir das allgemeine System (R) eingehender besprechen; hier 


_ sollen nur noch gewisse besondere Falle der Differentialgleichung (47) 
_hervorgehoben werden, denen wir noch einige geschichtliche Bemer- 


kungen voranstellen. 

Die Frage nach den Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
festen kritischen Punkten, von der Form (48) hat Painlevé') in An- 
griff genommen. Er zeigte zunachst, daB die Differentialgleichung (48), 
wenn sie keine verschiebbaren Verzweigungspunkte enthalten soll, von 
der Form 

(49) w= Lit, u)u’ + Mit, u)u’ + Nit, w) 
sein muB, wo die L, M, N rational in uw und monogen in ¢ sind. Um dann 
weiter die Bedingungen daftir zu erhalten, da auch keine verschieb- 
baren Unbestimmtheitstellen auftreten, setzt Painlevé in (49) 

(50) t=t)+ aé 
und Ja8t a gegen Null konvergieren. Er erhalt auf diese Weise die soge- 
nannte vereinfachte Gleichung (équation simplifiée) 

(51) mT NIE NU ean UD) Ure 
die die unabhangige Veranderliche ¢ nicht mehr explizite enthalt, und 


deren allgemeine Lésung folglich eine eindeutige Funktion von ¢ sein muf, 


Die Differentialgleichungen der Form (50), die diese Kigenschaft haben, 
lassen sich unschwer angeben, und indem man dann die in J(u) auftre- 
tenden Konstanten durch Funktionen von ¢ ersetzt, erhalt man die még- 
lichen Formen fiir L(t, vw). Durch ahnliche Gedankengange werden dann ?) 
die méglichen Formen fiir M und NV bestimmt und auf diese Weise eine 
Tabelle von Differentialgleichungen gewonnen, aus denen jede Diffe- 
rentialgleichung der Form (48) mit festen kritischen Punkten durch eine 
Transformation der Form 


(52) fee Oe) it a (S) 
VS 
1) P. Painlevé, Bulletin de la Soc. Mathém. de France 28 (1900), S. 201; 
Acta mathem. 25 (1902), S. 1ff. Vel. fiir das Folgende den Enzyklopadieartikel II 5 
6 von E. Hilb. 
2) Siehe B. Gambier, Acta mathem. 33 (1909), S. 1 und P. Boutroux, 
Annales de Ecole Norm. sup. (8) 31, (1914), S. 109. 


312 Neuntes Kapitel. Verallgemeinerungen. Parametrale Probleme. — 


‘hervorgehen mub, wo g, l,m, p,q monogene Funktionen bedeuten. Nach 


AusschluB der Dionontisleisiehe een die sich auf lineare oder auf solche 
Differentialgleichungen zuriickfiihren lassen, die durch Quadraturen, 
elliptische Funktionen u. dgl. integrierbar sind, fand Painlevé eine An- 
zahl méglicher Formen von Differentialgleichungen mit festen kritischen 
Punkten. Die einfachste dieser Formen lautet 
(53) wu’ = 6u? +t, 

ihr allgemeines Integral ist eine in der ganzen /-Ebene meromorphe Funk- 
tion. Durch ein (spater von Gambier berichtigtes) Versehen war aber 
unter den von Painlevé aufgestellten Formen gerade die Differential- 
gleichung (47) nicht enthalten, die erst R. Fuchs (1905) von der Theorie 


der linearen Differentialgleichungen ausgehend fand, und von der dann — 
Painlevé+) zeigte, daf aus ihr die von ihm angegebenen Typen durch 


Grenziiberginge hervorgehen. Nur der Fall der Differentialgleichung (47), 


wo die Zahlen 6,, 69, 6,, 6; simtlich gleich Null sind, d. h. die Differential- 


gleichung 
(54) du +( hie ie th Hee du Ll; Mf, 4 ne NG) 
di" t i—‘1 EE NG ee u—t)\ dt} 
“4 ulu—1) 


~ 2t(t — 1)(u —1) 
kam unter den von Painlevé aufgestellten Typen vor ?). Wir wollen 
fiir diese Differentialgleichung direkt zeigen, daB sie feste kritische Punkte 
besitzt, indem wir ihre Lésung explizite angeben. 

Setzt man 
(55) bu 


Yau —1)(u—1)’ 


so folgt aus den in der Nr. 58 durchgefiihrten Rechnungen, wenn man 


daselbst./z/-—= 4, a == t und)\(vgl: die «Nr? 60752238) a5) Bi ae 
setzt, dab ¢ als oc von ¢ die Differentialgleichung 
(56) t(4 — Ne + (4 oye" : g= } w(u — 1)3(u —t)— 
of Of 2 ; 

befriedigt. Erstreckt man die Lane uber einen geschlossenen Weg, 
der je zwei der Punkte 0, 1, 
einem Periodizitaétsmodul @ des Integrals ¢ und befriedigt nach ae Nr. 60 
die Legendresche Differentialgleichung (C) 


se d*w Lae 


ih kee, 
7 O= 
A 


') P. Painlevé, Comptes Rendus, 143 (1906), S. 1111. 
#) Siehe auch schon P. Painlevé, Lecons de Stockholm 1897, S. 501 ff. 
und Picard, Liouvilles Journal (4) 5, 1889, 8. 203 ff. 


i, c© umschlieBt, so wird das Integral zu. 
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deren allgemeine Lésung in der Form 

(58) 1 OV Oe ey DIAS os 2K TG 
mit den beiden willkiirlichen Konstanten c,, ¢, erscheint. 2K, 2K'i sind 
durch die Formeln der Nr. 60 (S. 238) gegeben. 

Betrachtet man nun in (55) wu als die durch die Differentialgleichung 
(54) gegebene Funktion von ¢, so hangt » in zwiefacher Weise von ¢ ab, 
einmal explizite, das andere Mal durch Vermittlung von wu; differentiiert 
man dann ¢ total nach /, so ergibt sich 

de Ov. du ov ih au oe 


Cig cah cee onl e Vacs SANGs iy a ee. 
dy 4 1 Gienuied, 1 \/du\? 
Re a ee ala 
4 Amen abut 4 DES Narards. 


A Vulu =f) (u— 2) ees von an Vu(u — a t) at” + ap 
Man erhalt also 
Be pee eA eee 
dt? t(4 — t) dt At(4—t) aE V w(w LT) 1) (uw See t) (dz 


4 4 Al du Atal 4 1 a 
(eta tama) male tama taille) 


ory —2t ov 4 
Doe WE) Ob ests) 
oder mit Riicksicht auf (54) 


v, 


dy A At dy Pe 4 Ww ‘(wu — 1) (u — t)— 
eA ade aa) es) 
O79 ie hoe 4 


ta F448) (Obl ate 
Die rechte Seite dieser Gleichung ist aber nach (56) identisch gleich Null, 
wir finden also, daB die durch (55) dargestellte Funktion ¢ von t, wo wu 
als durch die Differentialgleichung (54) bestimmt angesehen wird, der 
Legendreschen Differentialgleichung (57) Geniige leistet und folglich 
in der Form (58) darstellbar ist. Bezeichnet man nunmebr mit 

w = f(r) 
die eindeutige Umkehrungsfunktion des elliptischen Integrals (55), so 
erhalt man die allgemeine Lésung von (54) in der Form 
u=f(q2K + ¢,2K't), 

und es ist evident, da® diese Funktion yon ¢ keine von den Integrations- 
konstanten ¢,, ¢, abhingenden kritischen Punkte hesitzt. 
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80. Integration des Differentialsystems (R). Bericht tber neuere 
Untersuchungen. * 


Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, das Differentialsystem (R), 
losgelést von seinem Ursprung aus dem Fuchsschen Problem, zu inte- 
grieren, 

Es sei ¢ = a, ein von den Punkten a, (y+ A) verschiedener end- 
licher Wert von t; dann denken wir uns zunachst die n? Integrations- 
konstanten r+ beliebig gegeben, schreiben ferner fiir die ©) (y+ A) im 
Punkte ¢ =7 willkiirliche Anfangswerte 7% vor, und bestimmen die 7) 
durch die Gleichung 

R® =— LY RO) — Rt}. 
Utd 
Dann besitzt das Differentialsystem (R) bzw. (R’) nach dem Cauchy- 
schen Existenzsatze ein in der Umgebung von ¢ = ¢ holomorphes Lésungs- 
system, das wir mit r&) (y =1,2,...,0) bezeichnen wollen und das 
fiir ¢ = ¢ die Anfangswerte r(”) annimmt, Nach dem zu Anfang der Nr. 79 
Bewiesenen sind die kanonischen Formen der R®) von ¢ unabhangig, 


stimmen also mit den kanonischen Formen der AR) iiberein. 

Es sei nun # eine von ¢ unabhangige Veranderliche; wir markieren 
in der z-Ebene die Punkte a,,...,a,, konstruieren die Flache 7, idem 
wir die Schnitte J,,...,1, von diesen Punkten nach.dem Unendlichen 
hin legen, und denken uns, um der Veranderlichkeit von a, = ¢ Rechnung 
zu tragen, /, als dehnbaren Faden, der sich den Veranderungen von ¢ 
anzupassen vermag. Fir t = ¢ = a, bezeichnen wir 1, mit 1, und T mit T. 

Wir setzen dann 


bilden das Differentialsystem 


dy ON aie 
(A) ape Zoe Auk 
und die Integralmatrix 
(59) Y=/f"(Ade +). 


% 
Ferner bilden wir mit den zuvor erklarten Lésungen r(/) des Systems (R) 
das Differentialsystem in ¢ 


(P) OYk alas rik 


OOS sean aes 
und diejenige Integralmatrix 


(60) -y ( (a+), 


- N= SSS ee 


ET a, mR en By 


si Ts Sma a ae dS Eh 


RSS 


SS 
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die sich fiir 1 =/ auf Y reduziert. Nach den Ergebnissen der Nr. 78 be- 
friedigt Y dann das Differentialsystem in x 


‘e) n 
®) : ae = 2p Ak , 


“wo 
0 RY 
Pere Sieaerces | one. (ajz=t) 
yt Bre ay 
mit den oben definierten Losungen r()(y = 1, 2,..., 0) des Systems (R) 


gebildet ist. Es reduziert sich namlich die Integralmatrix Y fiir x =x, 
gema8 den Gleichungen (59) und (60) auf 


(61) (Yom =f (ae ds i+1), 


: 
diejenige Integralmatrix von (A), die sich fir r=, auf die Matrix 
(61) reduziert, ist aber 


~ 


(62) ES dt + 1) | “(Adee Ty: 


t wy 

Eine einfache Rechnung?) zeigt nun, daf die Integralmatrix (62) von 
(A) als Funktion von ¢ das Differentialsystem (P) befriedigt, und da 
sie sich offenbar fiir t=t auf Y reduziert, so stimmt sie tatsadchlich mit 
der durch (60) gegebenen Matrix Y tberein. 

Vergleichen wir nun die beiden Darstellungen (60) und (62) der 
Matrix } miteimander, so ergibt sich mit Riicksicht auf (59) 

co 
aa (Adz + 1) [ pees dt + t}= | (SS a+) { (Adz + I); 
og i t x 

diese Gleichung, die noch den willkirlichen Parameter x enthalt, stellt 
also eine kontinuierliche Schar von Integralgleichungen des Systems (R) 
dar. Erstrecken wir die darin vorkommenden auf x beziiglichen Produkt- 
integrale tiber die o Schleifenwege sj, ..., 5,1, 8141, +--+ > S41, die von 
%, ausgehend die Punkte a@,..., G4, G41,-+ +) 4, © umlaufen, so 
erhalt « den Wert x) und wir finden 


— 


(4) 


rl rt/ RQ) Molde Gaomtiric Fe | 
| (Ada + 1) f 7 dt + 1) ra f ee dt + 1) | (Adz + 1) 
ts) t i «,) 
oder , 
ie a i) 7 R@) 
(sy) t ee / 


1) Vgl. L. Schlesinger, Crelles Journal, 141 (1912), S. 96, I. Teil, 2 


t 
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fir y= 1,2,...,a—4, 24 4,..)) 044. Diese’ Gléichungen ‘sagen 4 
aber nichts anderes aus, als daf® die Fundamentalsubstitutionen 

2M, 0.2, BEY, OG+4),..., Ql+1)4), * 
die zu der Integralmatrix Y des Systems (A) gehodren, mit den ent- 
sprechenden Fundamentalsubstitutionen der Integralmatrix Y des Sy- 


stems (A) tibereinstimmen, d.h. daB diese letzteren von ¢ unab- 4 
hangig sind. Nun vertritt jede der o Gleichungen (63) als Matrizen-. 2 
gleichung n? Gleichungen, wir haben also in (63) genau n?o Integral- e 


gleichungen des Systems (R), die, da sie die n2o0 vorgeschriebenen Inte- 
grationskonstanten 7; enthalten, die allgemeine Lésung dieses Systems _ 
lefern. Wir kénnen also sagen, daf wir das System (R) mit Hilfe von 
auf Schleifenwegen erstreckten Produktintegralen integrieren konnen, 
etwa ahbnlich, wie wir die GauBsche Differentialgleichung durch gew6hn- | 


liche, auf Schleifenwegen erstreckte Integrale gelost haben. e 
Wir kénnen aber die Integralgleichungen (63) von (R) auch in a 
eine Form setzen, bei der die Elemente der Fundamentalsubstitutionen 
QY,..., 2© selbst als Integrationskonstanten erscheinen. 
Wie wir in der Nr. 77 gezeigt haben, sind die y;, ganze transzen- 
dente Funktionen der r% (y= 1,2,...,06), deren Koeffizienten noch 
abhangen von den a,,...,a, und vom Integrationswege (7 )r), auf dem 


4 
das in (62) auftretende Produktintegral in x erstreckt ist; wir schreiben =~ 
diese ganzen transzendenten Funktionen a 


1 : 
(64) Pe Ou (Ta aes an 3 Case nin Cs DUO) 

Fir x = 2, reduziert sich Y auf das Produktintegral (61); nehmen wir | 

0 § 


also in (64) fiir den Integrationsweg pv einen geschlossenen Weg 5p, f 
der von 2 ausgeht und in 7 verlauft, so wird 4 


su Oe gay \ E 
(65) Ear Te Bt ie i 


t us 
dagegen erhalten wir nach den Ergebnissen der Nr. 77, wenn wir als Inte- q 


grationsweg den Schleifenweg s, wahlen, 
ry RO ; ae 
(66) 20) | nage Cn i) ae Frye Re ane as isthe : 
: ot 5 


t 
Indem wir nunmehr in (66) von rechts her mit der inversen Matrix yon 


(65) komponieren, ergeben sich die Elemente w) der Fundamental- 
substitutionen QU) in der Form von meromorphen Funktionen, d.h. 

als Quotienten bestandig konvergenter Potenzreihen, der rv? mit ~ 
einem gemeinsamen Nenner: 


( oa tee ~1 (yt at 
1) 2 bestimmt sich durch die Gleichung 27+) = 9 9@ gl): 


! 
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67) { ere Til re (ri? tae “1: ay, tra tiie? dg) ( ak tee 75) 
i und die Koeffizienten dieser {% hangen noch von a, =¢ ab. Die Glee 
ie -chungen (67) stellen dann ebenfalls ein System von Integralgleichungen 
: des, Systems (R) dar, in dem die ow als Integrationskonstanten 
by: _ fungieren. 

Der Zusammenhang zwischen diesen Integrationskonstanten und 


den Anfangswerten r der r& fir ¢=1 wird durch die Gleichungen 


oe Li Disye 
Os NNO ee Fis ey Pelt O14, os a A—1, Uy UWM4+1,---5 Bs 3i5y) 


| vermittelt, die voneinander iain eee sind, da ja, wie wir in der Nr. 77 
e gezeigt haben, die Funktionaldeterminante dieser n2o Funktionen nicht 
_ identisch verschwindet. 
Setzt man die Lésbarkeit des Riemannschen Problems voraus, 
_ so kann man nun unschwer zeigen, da® die Lésungen r%) des Systems (R) 
in emem Punkte ¢, der von a,(yv + A) und von oo verschieden ist, holo- 
morph sind oder einen Pol haben, man kann ferner die Mehrdeutigkeit 
der r& als Funktionen von ¢ analysieren und ihr qualitatives Verhalten 
in der Umgebung der festen singularen Punkte ¢ = a,,..., @1, @41,-->> 
a,, © angeben!). Umgekehrt wiirde sich, wenn ein direkter Beweis 
dafiir gelange, daB das System (R) feste kritische Punkte besitzt, daraus 
ein Beweis fiir die Lésbarkeit des Riemannschen Problems ergeben, 
und zwar kein bloBer Existenzbeweis, wie es die bisher allgemein durchge- 
fuihrten sind, sondern ein solcher, der zugleich einen Algorithmus fiir die Her- 
stellung der 7‘ aus vorgeschriebenen w%)' bei ebenfalls gegebenen 
a,,..-, 4, lieferte. 
Wenn in dem schlechthin kanonischen System (A) nicht nur ein. 
5 singularer Punkt a,, sondern mehrere der @,,...,4@, als veranderliche 
Parameter angesehen werden, und man verlangt, dai die Monodromie- 
- gruppe einer Integralmatrix von diesen Parametern unabhangig sein soll, 
so haben die Residuen entsprechend mehreren Systemen von der Form 
(R) zu geniigen, die dann als simultane Systeme partieller Differential- 
gleichungen aufzufassen sind. Da durch eine lineare Transformation 
von x stets zwei der singuléren Punkte, etwa a,_;, @,, nach 0, 1 verlegt 
werden koénnen, so hat man im auS ersten Falle ¢— 2 solche simultane 
i Systeme zu betrachten. 
Ba Wir berichten nunmehr noch kurz iiber einige neuere, auf das 
Le System (R) beziigliche Untersuchungen franzdésischer Mathematiker. 
Will man nach der Methode von Painlevé (siehe Nr. 79, S. 311) 
nachzuweisen suchen, da® das System (R) feste kritische Punkte besitzt, 
so wird man zuvorderst das .,vereinfachte System‘ aufstellen. Wir be- 


i aa 


eee ee 


SNS ee eS Se eT 


Ay 


sy | L. Schlesinger, Crelles Journal 141 (1912), S. 96ff. III. Teil. 
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trachten gleich alle o—2=m Punkte a,,...,@, als veranderlich 
(a,_1 =0,a, = 1), setzen in den simultanen Systemen 3 
OR) — RO RE — RO RY) 


(R’) } Ca, a, — ay paciaaed tah 
m+2. Gay i ale rey ae 
Dn) Cons ter 
v=1 
A Oy) 1 () pie eR m 
(68) a=ai + &li, ie = a Sik (Coarse ae 


und lassen ¢ gegen Null konvergieren (vgl. Gl. (50) der Nr. 79). Dann 
ergibt sich das ,,vereinfachte System‘ 


es”) SMS == SA SO 
—= vd) 
(S’) Obl ah Tray Om 
m+2 
» S) = const., 
y=1 


das die unabhangige Veranderliche 7) nicht mehr explizite enthalt und folg- 
lich eindeutige Lésungen besitzen muf. In einer Abhandlung, die vor- 
wiegend dem Studium der Systeme (S’) gewidmet ist '), hat Garnier 
gezeigt, dafi dies in der Tat zutrifft, und dai sich die allgemeine Lésung 
von (S’) durch klassische Transzendenten, namlich durch Ab elsche Funk- 
tionen vom Range oder Geschlecht 


n(n — 14 
p= at a ) (m+ 4)—n+1 
darstellen laBt, in denen p— m Argumente konstant und die ™ wbrigen 
gleich linearen Funktionen der 1,...,Tm zu setzen sind. Die Abel- 


schen Funktionen reduzieren sich auf hyperelliptische in zwei Fallen: 
1. wenn n = 2 ist, auf hyperelliptische vom Range m = o— 22); 
2. wenn 7 beliebig, m = 1, also o = 3 ist, auf solche vom Range n—1. 
In letzteren Falle, wo nur eine unabhangige Veranderliche t vorhanden 
ist, gelingt es, das System (S’) durch Einfithrung neuer abhangiger Verander- 
licher in die Form zu setzen: 


dé; %. est ® 
dg St [A % Sek + i], 
U _ k=1 


dni n aa 7 
dak yp Beas Ae as a ) 


wo die a; von v unabhangig sind. Fir n = 3 wird dieses System durch 
hyperelliptische Funktionen vom Range p = 2 geldst, in denen das eine 
Argument konstant, das andere gleich einer linearen Funktion von t 


a 


(S") 


((=1,2,..., n—1) 


1) R. Garnier, Rendiconti del Circolo Mat. di Palermo 43 GIR isis, Jusy5. 


*) Vergl. R. Garnier, Théses, Paris 1912, Annales de I’Ecole Normale (3) 
AOS ads 


80. Integration d. Differentialsystems (R). Bericht iiber neuere Untersuchungen. 319 


zu nehmen ist, genau ebenso wie in dem von Sophie v. Kowalewski *) 
behandelten Falle des Rotationsproblems eines starren Kérpers um einen 
festen Punkt. Das System (S’’) kann also als Verallgemeinerung der 
Differentialgleichungen jenes Kowalewskischen Rotationsproblems an- 
gesehen werden. 
Uber die Bedeutung der von Garnier fiir das System (S’) erzielten Er- 
gebnisse fiir die Differentialgleichungen (R’) selbst kann man sich durch die 
folgende Uberlegung Rechenschaft geben. Wir schreiben (R’) in der Form 


OR” fr RY RE — RA RY) 


oO 
we Our ai i 2 tate sme 
) oD 
la8t man dann alle a,(v = 1, 2,...,0) so ins Unendliche: wachsen, daf 


; ? : ay ay 
sich die Verhaltnisse s den festen Grenzwerten 7 nahern, und_ setzt 
L A 
Gp 10S aj — F) , 
so verwandelt sich (R’’) in 
ORY) RO RA — RA RY) o 
= See de) == Cons, 
OT) ai — ay vey 


d.h. in das System (S’). Man wird also vermuten kénnen, dab die Lé6- 
sungen des Systems (R’) fiir groBe Werte der unabhangigen Verander- 
lichen asymptotisch durch die Lésungen des Systems (S’) dargestellt 
werden, ahnlich wie dies (vgl. Nr. 71) fiir die Besselsche Funktion durch 
den Sinus der Fall ist. Bisher ist diese Vermutung nur in einem speziellen 
Falle durch Untersuchungen von P. Boutroux?”) bestitigt worden. _ 
Im Falle n = 2, m = 1, also o = 3, wo das Differentialsystem (R’) 
mit der Differentialgleichung (47) aquivalent ist, wird namlich nach den ge- 
schilderten Ergebnissen von Garnier das vereinfachte System durch hyper- 
elliptische Funktionen vom Range p = m =1, also durch elliptische 
Funktionen gelést. Durch Grenziibergange *) kann die Differentialgleichung 
(47) in die bereits (S. 312) erwahnte Painlevésche Gleichung 
d?u 


23 UES 2 
dP == OU “bf 


ubergefiihrt werden, die die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir darstellt, daB die Monodromiegruppe der linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


(69) 


1) S.v. Kowalewski, Acta mathematica 12 (1889), S. 177. 

2) P. Boutroux, Annales de l’Ecole Norm. Sup. (3) 30, 1913, S. 255; 31, 
LIA S; 99. 

3) Siehe R. Garnier, Théses, S. 48ff.; P.Boutroux a. a. 0. 31, 1914, 
S. 151 ff. 
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(2y cha HE Ege ota ag 
Dh Eee | ape ea 8 Vid 9, f 1 ry ne 12, 
(70) a Hie (4(c 2) aie rete AE! aS Pe Jy 


von dem Parameter / unabhangig wird. In dieser linearen Differential- 


eleichung (70) ist 2 = co eine Unbestimmtheitsstelle und w der _ 


auSerwesentlich singuléare Punkt. Durch die Transformation 
4 
Wi 05 Oyen 


ry 
4 


verwandelt sich (69) in 

Chek eg SBC Ke a ia 
de i cde He 
und diese Differentialgleichung geht, wenn man t~— oo streben aft, 
iiber in 


(7A) 0 = 6244 


d*y 
rx 2) ae, eee / 
(72) ai oe 
aus der durch einmalige Integration 
de\? 
(73) (ae) = 49% + 20 4+ ¢ 


hervorgeht, wo g eine willktiriche Konstante bedeutet. Diese Diffe- 
rentialgleichung (73) wird durch eine elliptische Funktion ¢ = f(r) gelést, 
und Boutroux zeigt ausfithrlich, da die Lésungen von (71) fir groBe 


Werte von t durch diese elliptische Funktion asymptotisch dargestellt — 


werden, ahnlich wie die Besselsche Funktion durch den Sinus. 


Die letzten skizzenhaften Bemerkungen verfolgen das Ziel, jingere 
Mathematiker zur Beschaftigung mit diesen aussichtsvollen und _ tief- 


gehenden Untersuchungen anzuregen, Untersuchungen, die geeignet er- | 
_ scheinen, den Kreis der analytisch zugdnglichen Funktionen in bemerkens- _ 


werter Weise zu erweitern und dadurch der Analysis auch neue Gebiete 
der Anwendungen zu erschlieBen. 
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Jahrbuch liber 
die Peoricchriic der Mathematik 


Begriindet von Karl Ohrtmann und Felix Miller. Im Verein 
mit anderen Mathematikern und unter besonderer Mitwirkung von 
Albert Wangerin, Erich Salkowski, Arthur Korn sowie der 
Berliner Mathematischen Gesellschaft herausgegeben von 


Emil Lampe 


Vom zweiten Heft des 45. Bandes erfolgt die Herausgabe, durch 
L. Lichtenstein 
* 
Bisher erschienen 45 Bande. Lexikon-Oktay 


Journal fiir die 
reine und angewandte Mathematik 


Gegriindet von A. L. Crelle 1826 
Herausgegeben unter Mitwirkung der Herren Schafer, Schlesinger, Schottky von 


Geh, Reg.-Rat Dr. Kurt Hensel 


o. Professor an der Universitat Marburg 
bg 
Bis 1922 erschienen 152 Bande 


Anwendung der Differential- und 


Integralrechnung auf Geometrie 
von Dr. Georg Scheffers 


en Reg.-Rat, Professor an der Technischen Hochschule Charlottenburg 
Erster Band: Einfiihrung in die Theorie der Kurven in der Ebene und im Raume, 
Mit 107 Figuren. Zweite Auflage. Anastat. Neudruck. XII, 482 Seiten, 1921. 
Zweiter Band: Einfiihrung in die Theorie der Flachen, Mit 110 Figuren. 
Zweite Auflage. XII, 582 Seiten. 1913. 


»Der Hinflu®, den dieses Werk auf diestudierende Jugend gehabt hat, ist unverkennbar 
gewesen und wird durch die strengere Haltung der neuen Auflage noch Rabi paver zutage treten«. 
Jahrbuch iiber die Portschritte der Mathematik, Band 41, S. 641/642. 
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Geschichte 
der Elementar-Mathematik 


_In systematischer Darstellung 


von.Dr. Johannes Tropfke 


Direktor der Kirschner-Oberrealschule zu Berlin 
Zweite Auflage. Lex.-Oktav. 


Erster Band: Rechnen, VII, 177 Seiten. 1921. / Zweiter Band: Allgemeine 
Arithmetik. IV, 221 Seiten. 1921. / Dritter Band: Proportionen, Gleichungen. 
[Viena 5 ioeiten sue tO 22.8 
Die weiteren Bande sind in Vorbereitung: 
Das Bedtirfnis nach einer Geschichte der Elementar-Mathematik, die, nach rein mathema- 
tischen Gesichtspunkten geordnet, fur jeden Abschnitt des Unterrichts in zusammenhangender 


Darstellung das Wichtigste iiber den Werdegang der Wissenschaft enthalt, wird in vor- 
ziglicher Weise durch das yorliegende Werk befriedigt. 


Lehrbuch der Differentiaigleichungen 


von Dr. Heinrich Liebmann 


o. Professor an der Universitat Miinchen 
Gro®-Oktav, VI, 226 Seiten Mit 31 Figuren. rgo1 


Go6oschens Lehrbticherei 


Mit diesem neuen Unternehmen beswecken wir eine Sammlung von ausgesprochenen Lehr - 
biichern aus den Gebieten der Mathematik, der exakten Naturwissen- 
schaften und der Technik, die wisseuschaftliche Griindlichkeit, leichte Verstand- 
lichkeit und klaren Aufbau in sich vereinen soll, Diese Lehrbiicher sind vor allem bestimmt 
fiir Studierende derUniversitatenundTechnischenHochschulen, 
fir LehramtskandidatenundLehrermittlererundhihererSchuleny 
zur Benutzung an Lehrerseminaren, sowie fir dasSeliststudium gleichartig 
vorgebildeter Leser. Feder Band soll ungefahr den Inhalt einer einsemestrigen 
Vorlesung umfassen. 
Zunachst ist erschienen: 


Gruppe I: Reine Mathematik 
Bachmann, Prof. Dr. Paul, Grundlehren der neueren Zahlentheorie, Mit 10 Fig, 
Zweite, verbesserte Auflage. Oktav. XV, 246 Seiten. 1921. (Bd. 3.) 
Fueter, Dr, Rudolf, Prof. an der Universitit Ziirich, Synthetische Zahlentheoric. 
Neue Ausgabe. Oktav. VIII, 271 Seiten. 1921. (Bd. 4.) 


Perron, Dr. O., Professor an der Universitat Heidelberg, {rrationalzahlen. 
Oktav. VIII, 186 Seiten. 1921. (Bd. 1.) 


Runge, Dr. C., Prof. an der Universitat Gottingen, Praxis der Gleichungen. Mit 
8 Figuren. Zweite, verb. Auflage. Oktav. V,172 Seiten. 1921. (Bd. 2.) 
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